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FAISCEAUX SANS TORSION ET FAISCEAUX QUASI LOCALEMENT
LIBRES SUR LES COURBES MULTIPLES PRIMITIVES
JEAN–MARC DRE´ZET
Re´sume´. This paper is devoted to the study of some coherent sheaves on non reduced curves
that can be locally embedded in smooth surfaces. If Y is such a curve and n is its multiplic-
ity, then there is a filtration C1 = C ⊂ C2 ⊂ · · · ⊂ Cn = Y such that C is the reduced curve
associated to Y , and for every P ∈ C, if z ∈ OY,P is an equation of C then (zi) is the ideal
of Ci in OY,P . A coherent sheaf on Y is called torsion free if it does not have any non zero
subsheaf with finite support. We prove that torsion free sheaves are reflexive. We study then
the quasi locally free sheaves, i.e. sheaves which are locally isomorphic to direct sums of the
OCi . We define an invariant for these sheaves, the complete type, and prove the irreducibility
of the set of sheaves of given complete type. We study the generic quasi locally free sheaves,
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1. Introduction
Une courbe multiple primitive est une varie´te´ alge´brique complexe de Cohen-Macaulay pouvant
localement eˆtre plonge´e dans une surface lisse, et dont la sous-varie´te´ re´duite associe´e est une
courbe lisse. Les courbes projectives multiples primitives ont e´te´ de´finies et e´tudie´es pour la
premie`re fois par C. Ba˘nica˘ et O. Forster dans [1]. Leur classification a e´te´ faite dans [2] pour
les courbes doubles, et dans [8] dans le cas ge´ne´ral.
L’article [7] donne les premie`res proprie´te´s des faisceaux cohe´rents et de leurs varie´te´s de mod-
ules sur les courbes multiples primitives. Cette e´tude est poursuivie ici. En particulier la
plupart des re´sultats de [7] concernant les faisceaux sur les courbes doubles sont ge´ne´ralise´s ici
en multiplicite´ quelconque.
Les faisceaux semi-stables sur des varie´te´s non lisses ont de´ja` e´te´ e´tudie´s :
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– sur des courbes re´duites dans [25], [3], [4], [30], [31], [32].
– sur des varie´te´s non re´duites semblables a` celles qui sont conside´re´es ici dans[17].
– sur une varie´te´ ayant deux composantes irre´ductibles qui se coupent dans [18].
On peut espe´rer en trouver des applications concernant les fibre´s vectoriels ou leurs varie´te´s de
modules sur les courbes lisses (cf. [11], [28], [29]) en faisant de´ge´ne´rer des courbes lisses vers
une courbe multiple primitive. Le proble`me de la de´ge´ne´ration des courbes lisses en courbes
primitives doubles est e´voque´ dans [13].
Les faisceaux cohe´rents sur les courbes non re´duites apparaissent aussi lorsqu’on veut e´tudier les
faisceaux de dimension 1 sur les surfaces, lesquels interviennent notamment dans la conjecture
de “dualite´ e´trange” de J. Le Potier (cf. [5]). Les faisceaux sur des courbes non re´duites
apparaissent (cf. [20], [21]) comme limites de fibre´s vectoriels sur des courbes lisses. Leur roˆle
est sans doute encore plus important si on cherche a` obtenir d’autres varie´te´s de modules fins
de faisceaux de dimension 1 que les classiques varie´te´s de modules de faisceaux semi-stables (cf.
[6]).
Notations : Si E , F sont des faisceaux cohe´rents sur une varie´te´ alge´brique, on de´signe par
Exti(E ,F) (resp. Hom(E ,F), End(E)) les Ext (resp. morphismes) globaux de faisceaux et par
Exti(E ,F) (resp. Hom(E ,F), End(E)) les faisceaux d’Ext locaux (resp. de morphismes).
1.1. Faisceaux sans torsion
Soit Y une courbe multiple primitive. Un faisceau cohe´rent sur Y est dit sans torsion s’il n’a
pas de sous-faisceau non nul de support fini. Les faisceaux semi-stables sur Y non concentre´s
en un nombre fini de points sont des exemples de faisceaux sans torsion. On de´montre en 4.2.2
le
The´ore`me A : Soit E un faisceau cohe´rent sur Y . Alors les proprie´te´s suivantes sont
e´quivalentes:
(i) E est re´flexif.
(ii) E est sans torsion.
(iii) On a Ext1OY (E ,OY ) = 0 .
Si les conditions pre´ce´dentes sont re´alise´es on a de plus ExtiOY (E ,OY ) = 0 pour tout i ≥ 1.
Ce re´sultat avait e´te´ de´montre´ pour les courbes doubles dans [7]. Ceci implique en particulier
qu’en dualisant une suite exacte de faisceaux sans torsion sur Cn on obtient une suite exacte.
Une autre application est le the´ore`me de dualite´ de Serre sur Y , qui est vrai pour les faisceaux
sans torsion : si E un faisceau cohe´rent sans torsion sur Y , alors on a des isomorphismes
fonctoriels
H i(Y,F) ' H1−i(Y,F∨ ⊗ ωY )∗
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pour i = 0, 1.
1.2. Faisceaux quasi localement libres
Soit Y une courbe multiple primitive de courbe re´duite associe´e C projective et de multiplicite´
n. Soient IC le faisceau d’ide´aux de C, et pour 1 ≤ i ≤ n, Ci le sous-sche´ma de Y de´fini par
I iC . On a donc Cn = Y et Ci est une courbe multiple primitive de multiplicite´ i. On note
L = IC/I2C , qui est un fibre´ en droites sur C.
Si F est un faisceau cohe´rent sur Y on note Fi le noyau de la restriction F → F|Ci . Les
quotients Gi(F) = Fi/Fi+1 , 0 ≤ i < n, sont des faisceaux sur C. Ils permettent de de´finir









Un faisceau cohe´rent E sur Y est dit quasi localement libre s’il est localement isomorphe a` une




La suite (m1, . . . ,mn) s’appelle le type de E . D’apre`s [7] pour que E soit quasi localement libre
il faut et il suffit que tous les Gi(E) soient localement libres sur C. La paire(
(rg(G0(E)), . . . , rg(Gn−1(E)) , (deg(G0(E)), . . . , deg(Gn−1(E))
)
s’appelle le type complet de E .
1.2.1. Invariance du type complet par de´formation - Soient m1, . . . ,mn ≥ 0 des entiers, Y une
varie´te´ alge´brique inte`gre et F un faisceau cohe´rent sur Y × Cn, plat sur Y . On suppose
que pour tout point ferme´ y ∈ Y , Fy est quasi localement libre de type (m1, . . . ,mn). Soit
pCn : Y × Cn → Cn la projection. On de´montre en 6.1.5 le








Il en de´coule que le noyau Fi de la restriction F → F|Y×Ci est plat sur Y et que pour tout
y ∈ Y on a (Fi)y = (Fy)i. On en de´duit aise´ment que le type complet de Fy est inde´pendant
de y ∈ Y .
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1.2.2. Irre´ductibilite´ - Soient X une varie´te´ alge´brique, et Y un ensemble de classes
d’isomorphisme de faisceaux cohe´rents sur X. On dit que Y est irre´ductible si pour tous
E0, E1 ∈ Y il existe une varie´te´ irre´ductible Z, un faisceau cohe´rent E sur Z ×X plat sur Z,
tel que pour tout point ferme´ z ∈ Z on ait Ez ∈ Y , et qu’il existe des points ferme´s z0, z1 ∈ Z
tels que Ez0 = E0, Ez1 = E1. Il est bien connu par exemple que les fibre´s vectoriels de rang et
degre´ donne´s sur C constituent un ensemble irre´ductible. On de´montre en 6.2.1 le
The´ore`me C : Les faisceaux quasi localement libres sur Cn de type complet donne´ constituent
un ensemble irre´ductible.
1.2.3. Faisceaux quasi localement libres de type rigide - Un faisceau quasi localement libre
est dit de type rigide s’il est localement libre, ou localement isomorphe a` aOCn ⊕OCk , avec
1 ≤ k < n. On de´montre en 6.3.1 la
Proposition D : Soient Y une varie´te´ alge´brique inte`gre et F une famille plate de faisceaux
cohe´rents sur Cn parame´tre´e par Y . Alors l’ensemble des points y ∈ Y tels que Ey soit quasi
localement libre de type rigide est un ouvert de Y .
Les faisceaux quasi localement libres de type rigide sont donc des faisceaux ge´ne´riques.
Soit E un faisceau cohe´rent sur Cn. Soit (E˜ , S, s0, ) une de´formation semi-universelle de E
(cf. [27], [9] 3.1), donc E˜ est une famille plate de faisceaux cohe´rents sur Cn parame´tre´e par
S, s0 est un point ferme´ de S et  : E˜s0 ' E . Le morphisme de de´formation infinite´simale de
Koda¨ıra-Spencer
ωE˜,s0 : Ts0S −→ Ext1OCn (E , E)
est un isomorphisme. On pose
Dreg(E) = ωE˜,s0(Ts0(Sred)).
Pour toute de´formation de E parame´tre´e par une varie´te´ re´duite, le morphisme de de´formation
infinite´simale de Koda¨ıra-Spencer correspondant est a` valeurs dans Dreg(E).
On dit que E est lisse si S est lisse en s0. Les faisceaux localement libres sont lisses mais ce
n’est pas le cas en ge´ne´ral des autres faisceaux quasi localement libres de type rigide.
On dit que E est lisse pour les de´formations re´duites si Sred est lisse en s0.
On a une suite exacte canonique
0 −→ H1(End(E)) −→ Ext1OCn (E , E) −→ H0(Ext1OCn (E , E)) −→ 0.
On de´montre en 6.3.3 le
The´ore`me E : Si E est un faisceau quasi localement libre de type rigide ge´ne´rique, alors on a
Dreg(E) = H1(End(E)).
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d’ou` on de´duit le
Corollaire F : Si E est un faisceau quasi localement libre de type rigide tel que dimC(End(E))
soit minimal, c’est a`-dire soit tel que pour tout faisceau quasi localement libre F de meˆme type
complet que E on ait dimC(End(F)) ≥ dimC(End(E)), alors on a Dreg(E) = H1(End(E)) , et
E est lisse pour les de´formations re´duites.
1.2.4. Composantes des varie´te´s de modules de faisceaux sans torsion stables - Soient R, D
des entiers, avec R ≥ 1. Soit M(R,D) la varie´te´ de modules des faisceaux stables de rang
ge´ne´ralise´ R et de degre´ ge´ne´ralise´ D sur Cn (cf. [22], [23], [26]). On supposera que deg(L) < 0,
car dans le cas contraire les seuls faisceaux sans torsion stables sur Cn sont les fibre´s vectoriels
stables sur C.
Soit E un faisceau quasi localement libre de type rigide localement isomorphe a` aOn ⊕Ok .
Posons
E = E|C , F = Gk(E)⊗ L−k, δ(E) = deg(F ), (E) = deg(E).
On a
R(E) = an+ k, Deg(E) = k(E) + (n− k)δ(E) + (n(n− 1)a+ k(k − 1)) deg(L)/2 .
D’apre`s 1.2.3 les de´formations de E sont des faisceaux quasi localement libres de type rigide,
et a(E), k(E), δ(E) et (E) sont aussi invariants par de´formation.
Soient R = R(E), D = Deg(E), δ = δ(E),  = (E). Les faisceaux quasi localement libres de type
rigide stables F tels que a(F) = a, k(F) = k, δ(F) = δ, (F) =  constituent donc un ouvert
de M(R,D), note´ N (a, k, δ, ).
Proposition G : La varie´te´ N (a, k, δ, ) est irre´ductible, et la sous-varie´te´ re´duite sous-jacente
N (a, k, δ, )red est lisse. Si cette varie´te´ est non vide, on a
dim(N (a, k, δ, )) = 1− (n(n− 1)
2
a2 +k(n−1)a+ k(k − 1)
2
)
deg(L) + (g−1)(na2 +k(2a+ 1))
(g de´signant le genre de C). Pour tout faisceau F de N (a, k, δ, )red, l’espace tangent de
N (a, k, δ, )red en F est canoniquement isomorphe a` H1(End(F)) .
Les parame`tres a, k, δ,  tels que N (a, k, δ, ) soit non vide ne sont pas encore connus. Des
exemples pour a = 1, k = 1 sur une courbe double sont donne´s dans [7].
1.3. Questions
1.3.1. Composantes irre´ductibles - Soit K(R,D) l’ensemble des classes d’isomorphisme de fais-
ceaux sans torsion de rang ge´ne´ralise´ R et de degre´ ge´ne´ralise´ D sur Cn. Il serait inte´ressant
de de´composer K(R,D) en sous-ensembles irre´ductibles et de parame´trer ces “composantes”.
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On a de´crit dans le pre´sent article celles qui contiennent des faisceaux quasi localement libres
de type rigide. Mais pour certaines valeurs de R et D de telles composantes n’existent pas.
Supposons par exemple que R soit multiple de n : R = an. Si E est quasi localement libre de
type rigide et de rang ge´ne´ralise´ R, alors E est localement libre et on a
Deg(E) = n. deg(E|C) + n(n− 1)
2
a deg(L),
Donc si D 6≡ n(n−1)
2
a deg(L) (mod n) il n’existe pas de faisceau quasi localement libre de type
rigide de rang R et de degre´ ge´ne´ralise´ D. Les faisceaux ge´ne´riques semblent eˆtre dans de cas
des faisceaux localement isomorphes a` aOCn sur un ouvert non vide de Cn, mais avec un certain
nombre de points singuliers.
1.3.2. Conditions d’existence des faisceaux stables - Quels sont les entiers R, D tels qu’il existe
un faisceau stable de rang R et de degre´ D sur Cn ? On doit supposer que deg(L) < 0, sans quoi
il n’existe aucun faisceau stable en dehors des fibre´s vectoriels stables sur C. Autre question
analogue : Quels sont les entiers R, D tels qu’il existe un faisceau simple de rang R et de degre´
D sur Cn ?
1.4. Plan des chapitres suivants
Le chapitre 2 contient des re´sultats techniques utilise´s dans les autres chapitres.
Dans le chapitre 3 on rappelle en les approfondissant certaines proprie´te´s des faisceaux cohe´rents
sur les courbes multiples primitives. En particulier on e´tudie des me´thodes de construction de
faisceaux cohe´rents sur Cn qui sont utilise´es dans les chapitres suivants. Par exemple on donne
la construction des faisceaux E connaissant E|C et le noyau de E → E|C . Ces me´thodes sont
utilise´es dans des de´monstrations par re´currence sur la multiplicite´ n.
Le chapitre 4 traite des faisceaux re´flexifs. Les re´sultats les plus importants de´montre´s ici sont
le the´ore`me A et la dualite´ de Serre pour les faisceaux sans torsion.
Le chapitre 5 contient un re´sulat technique indispensable aux de´monstrations du chapitre 6 :
si E est un faisceau quasi localement libre, alors il existe un fibre´ vectoriel E sur Cn et un
morphisme surjectif E→ E induisant un isomorphisme E|C ' E|C . On en de´duit l’existence
de curieuses re´solutions localement libres des faisceaux quasi localement libres (les re´solutions
pe´riodiques), qui permettent de mettre en e´vidence une classe canonique
λE ∈ Ext2OCn (E , E)
associe´e a` tout faisceau quasi localement libre E sur Cn, qui est nulle si et seulement si E est
localement libre.
Le chapitre 6 contient les de´monstrations de re´sultats e´nonce´s en 1.2.
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2. Pre´liminaires
2.1. De´finitions des courbes multiples primitives et notations
Une courbe primitive est une varie´te´ Y de Cohen-Macaulay telle que la sous-varie´te´ re´duite
associe´e C = Yred soit une courbe lisse irre´ductible, et que tout point ferme´ de Y posse`de un
voisinage pouvant eˆtre plonge´ dans une surface lisse.
Soient P un point ferme´ de Y , et U un voisinage de P pouvant eˆtre plonge´ dans une surface lisse
S. Soit z un e´le´ment de l’ide´al maximal de l’anneau local OS,P de S en P engendrant l’ide´al
de C dans cet anneau. Il existe alors un unique entier n, inde´pendant de P , tel que l’ide´al de
Y dans OS,P soit engendre´ par (zn). Cet entier n s’appelle la multiplicite´ de Y . Si n = 2 on
dit que Y est une courbe double. D’apre`s [8], the´ore`me 5.2.1, l’anneau OY,P est isomorphe a`
OCP ⊗ (C[t]/(tn)).
Soit IC le faisceau d’ide´aux de C dans Y . Alors le faisceau conormal de C, L = IC/I2C est un
fibre´ en droites sur C, dit associe´ a` Y . Il existe une filtration canonique
C = C1 ⊂ · · · ⊂ Cn = Y ,
ou` au voisinage de chaque point P l’ide´al de Ci dans OS,P est (zi). On notera Oi = OCi pour
1 ≤ i ≤ n.
Le faisceau IC est un fibre´ en droites sur Cn−1. Il existe d’apre`s [7], the´ore`me 3.1.1, un fibre´ en
droites L sur Cn dont la restriction a` Cn−1 est IC . On a alors, pour tout faisceau de On-modules
E un morphisme canonique
E ⊗ L −→ E
qui en chaque point ferme´ P de C est la multiplication par z.
Pour tout point ferme´ P de C, on notera zP ∈ OnP une e´quation de C et xP ∈ OnP un e´le´ment
au dessus d’un ge´ne´rateur de l’ide´al maximal de OCP . S’il n’y a pas d’ambigu¨ıte´ on notera z,
x au lieu de zP , xP respectivement.
Soient X, Y , T des varie´te´s alge´briques. On note pX , pY les projections X × Y → X,
X × Y → Y .
Si E est un faisceau cohe´rent sur Y × T et si f : X → Y est un morphisme, on notera
f ](E) = (f × IT )∗(E) .
2.2. Fibre´ canonique
Soit Cn une courbe multiple primitive de multiplicite´ n de courbe re´duite associe´e C. On
suppose que C est projective, il en est donc de meˆme de Cn. E´tant localement intersection
comple`te, Cn admet un faisceau dualisant ωCn , qui est un fibre´ en droites sur Cn. On peut le
de´finir a` partir d’un plongement de Cn dans une varie´te´ projective lisse X :
ωCn ' ωX ⊗ det(I/I2)∗,
I de´signant le faisceau d’ide´aux de Cn dans X (on peut voir I/I2 comme un fibre´ vectoriel de
rang dim(X)− 1 sur Cn).
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2.3. Les Ext de faisceaux de´finis sur des sous-varie´te´s
Soient X une varie´te´ projective et Y ⊂ X une sous-varie´te´ ferme´e. Si j : Y → X est l’inclusion
et E un faisceau cohe´rent sur Y , on notera aussi souvent E le faisceau j∗(E) sur X.
2.3.1. Proposition : Soient E, F des faisceaux cohe´rents sur Y .
1 - On a une suite exacte fonctorielle canonique
0 −→ Ext1OY (F,E) −→ Ext1OX (F,E) −→ Hom(Tor1OX (F,OY ), E) −→ Ext2OY (F,E).
2 - On a une suite exacte fonctorielle canonique
0 −→ Ext1OY (F,E) −→ Ext1OX (F,E) −→ Hom(Tor1OX (F,OY ), E) −→ Ext2OY (F,E).
De´monstration. La premie`re assertion est la proposition 2.2.1 de [7], et la seconde se de´montre
de manie`re analogue. 
2.4. Extensions
Soient X une varie´te´ alge´brique et E, F des faisceaux cohe´rents sur X. Une extension de F par
E est une suite exacte de faisceaux de OX-modules 0→ E → E → F → 0 . Il est bien connu
que les classes d’isomorphisme d’extensions sont parame´tre´es par Ext1OX (F,E). On a une suite
exacte canonique
0 // H1(Hom(F,E)) pi // Ext1OX (F,E)
p // H0(Ext1OX (F,E)) // 0,
d’apre`s la suite spectrale des Ext (cf. [12], 7.3). Le morphisme p est facile a` de´crire : soient
x ∈ X, σ ∈ Ext1OX (F,E) et 0→ E → E → F → 0 l’extension associe´e. Alors p(σ)(x) est
l’e´le´ment de Ext1OXx(Fx, Ex) associe´ a` la suite exacte 0→ Ex → Ex → Fx → 0 . Les extensions
associe´es aux e´le´ments de im(pi) sont donc celles qui sont triviales en chaque point de X. Pour
les de´crire plus pre´cise´ment on va rappeler une construction explicite des extensions.
2.4.1. Construction des extensions - Soit OX(1) un fibre´ en droites tre`s ample sur X. Si
m0  0, il existe un entier k0 > 0 et un morphisme surjectif
f0 : OX(−m0)⊗ Ck0 −→ F.
Si m1  0 il existe de me`me un entier k1 > 0 et un morphisme surjectif
f1 : OX(−m1)⊗ Ck1 −→ ker(f0).
On obtient en poursuivant ainsi une re´solution localement libre de F :
· · · // F2 f2 // F1 f1 // F0 f0 // // F ,
avec Fi = OX(−mi)⊗ Cki . Soit φi : Hom(Fi−1, E)→ Hom(Fi, E) le morphisme induit par
fi. Si m0,m1,m2  0 on a un isomorphisme canonique
Ext1OX (F,E) ' ker(φ2)/ im(φ1).
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Soient σ ∈ Ext1OX (F,E) et φ : F1 → E au dessus de σ (on a donc φ ◦ f2 = 0). Soient η = (φ, f1)
et E = coker(η). On a un morphisme injectif e´vident E → E , et un morphisme surjectif E → F ,
dont le noyau est e´gal a` l’image du pre´ce´dent, d’ou` une suite exacte 0→ E → E → F → 0 ,
dont l’e´le´ment associe´ de Ext1OX (F,E) est pre´cise´ment σ.
Un e´le´ment λ de l’image de pi provient d’un morphisme ψ : F1 → E se factorisant localement
par F0, c’est-a`-dire qu’il existe un recouvrement ouvert (Ui) de X et pour tout i un mor-
phisme αi : F0|Ui → E|Ui tel que sur Ui ont ait ψ = αif1. Pour tous i, j, αi − αj s’annule
sur ker(f0) = im(f1) et induit donc un morphisme τij : F|Uij → E|Uij . La famille (τij) est un
cocycle et de´finit donc un e´le´ment de H1(Hom(F,E)), dont l’image dans Ext1OX (F,E) est λ.
Re´ciproquement, e´tant donne´ un tel cocycle (τij), (τijf0) repre´sente un e´le´ment de
H1(Hom(F0, E)). On peut supposer ce dernier nul (car m0  0). Donc il existe une famille
(αi), αi : F0|Ui → E|Ui , telle que pour tout i, j on ait τijf0 = αi − αj . On a αif1 = αjf1 sur
Uij, donc les αif1 se recollent et de´finissent un morphisme F1 → E d’ou` provient l’e´le´ment de
Ext1OX (F,E) induit par (τij).
2.4.2. Description de pi - Soient σ ∈ Ext1OX (F,E) et λ ∈ H1(Hom(F,E)). Soit (Ui) un recou-
vrement ouvert de X tel que λ soit repre´sente´ par un cocycle (τij), τij : F|Uij → E|Uij . Soit
0 // E
ν // E µ // F // 0
l’extension correspondant a` σ. Posons
γij = IE + ντijµ : E|Uij −→ E|Uij .
Alors on a γijγjk = γik pour tous i, j, k. Donc on peut de´finir un faisceau cohe´rent F sur X
en recollant les EUij au moyen des automorphismes γij. Les morphismes ν : E|Uij → E|Uij et
µ : E|Uij → F|Uij se recollent aussi (car µγij = µ et γijν = ν), et on obtient une suite exacte
0 // E
ν′ // F µ
′
// F // 0,
correspondant a` σ′ ∈ Ext1OX (F,E).
2.4.3. Proposition : On a σ′ = σ + λ .
De´monstration. On utilise les notations pre´ce´dentes. On a F = coker(η′), ou`
η′|Ui = (φ+ αif1, f1) : F1|Ui −→ E|Ui ⊕ F0|Ui .
Rappelons que E = coker(η), avec η = (φ, f1). On a donc un diagramme commutatif sur Ui
F1










, induisant un isomorphisme γi : F|Ui ' E|Ui . Le re´sultat de´coule du fait
que γjγ
−1
i = γij (cf. 2.4.2). 
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2.5. Prolongement de fibre´s vectoriels
Soit Cn une courbe multiple primitive de multiplicite´ n de courbe re´duite associe´e C. Le re´sultat
suivant ge´ne´ralise le the´ore`me 3.1.1 de [7] :
2.5.1. The´ore`me : Soient X une varie´te´ alge´brique affine irre´ductible, i un entier tel que
1 ≤ i < n et Y une sous-varie´te´ ferme´e de X × Cn contenant X × Ci. Soit E un faisceau lo-
calement libre sur Y . Alors il existe un faisceau localement libre E sur X × Cn tel que E|Y ' E.
De´monstration. On utilisera le re´sultat suivant : pour tout faisceau cohe´rent F sur X × Cn, on
a H i(F) = {0} pour i ≥ 2. En effet, soit pn la projection X × Cn → Cn. Comme X est affine,
les images directes Rjp∗n(E) sont nulles pour j > 0. On a donc H i(F) ' H i(pn∗(F)), qui est
nul si i ≥ 2.
En raisonnant par re´currence on se rame`ne au cas ou` i = n− 1.
Soit IY le faisceau d’ide´aux de Y dans X × Cn. Remarquons que son support contenu dans
X × C. On note E0 = E|X×C .
Il existe un recouvrement ouvert (Ui) de Y tel que chaque restriction E|Ui soit un fibre´ trivial.
On peut voir (Ui) comme un recouvrement de X × Cn. Soient λi : E|Ui ' OY (Ui)⊗ Cr des
trivialisations, λij = λj ◦ λ−1i ∈ GL(r,OY (Uij)). Soient Λij ∈ GL(r,OX×Cn(Uij)) une extension
de λij et ρijk = ΛjkΛij − Λik (e´le´ment de OX×Cn(Uijk)⊗ End(Cr)). Alors les Λij de´finissent
un fibre´ vectoriel sur X × Cn si et seulement si les ρijk sont nuls. Leurs restrictions a` Y sont
nulles, donc on peut les conside´rer comme des e´le´ments de End(OX×Cn(Uijk)⊗ Cr)⊗ IY (Uijk).
Soit µijk = (λk)
−1ρijkλi , qui est un e´le´ment de Hom(E0, E0 ⊗ IY )(Uijk) . Pour obtenir une
extension de E a` X × Cn on peut remplacer les Λij par Λ′ij = Λij − βij , avec βij nul sur Y .





ij − Λ′ik . Alors on a ρ′ijk = ρijk − βjkΛij − Λjkβij + βik . Posons αij = (λj)−1βijλi,
qui est un e´le´ment de Hom(E0, E0 ⊗ IY )(Uij) . Alors on a ρ′ijk = 0 si et seulement si
(∗) µijk = αij + αjk − αik.
On a Λklρijk − ρijl + ρikl − ρjklΛij = 0 , d’ou` il de´coule que µijk − µijl + µikl − µjkl = 0 , c’est-
a`-dire que (µijk) est un cocycle associe´ au faisceau Hom(E0, E0 ⊗ IY ) sur X × C et au recou-
vrement (Ui). Comme on l’a vu, on a H
2(Hom(E0, E0 ⊗ IY )) = {0} , d’ou` l’existence des αij
satisfaisant l’e´galite´ (∗) et des βij de´finissant le prolongement voulu de E . 
2.6. Groupe de Picard
Soient Cn une courbe multiple primitive de multiplicite´ n de courbe re´duite associe´e C projective
et d un entier. Soit L le fibre´ en droites sur C associe´ a` Cn. Contrairement a` ce qui est affirme´
dans [7], 3.2, l’existence d’un fibre´ de Poincare´ sur Picd(Cn)× Cn n’est assure´e que sous certaines
hypothe`ses, par exemple si deg(L) ≤ 0 et si Li 6= OC pour 1 ≤ i ≤ n. Cela est du` au fait qu’en
ge´ne´ral les faisceaux Oi peuvent avoir des sections non triviales (cf. [19]). On va de´crire ici
sommairement la construction de [7], 3.2, qui donne en fait une varie´te´ lisse Λdn(Cn) au dessus
Picd(Cn) et un “fibre´ de Poincare´” Dn sur Λdn(Cn)× Cn.
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Soient Dn−1 un fibre´ en droites sur Cn−1 et D = Dn−1|C . Si D est un fibre´ en droites sur Cn
prolongeant Dn−1, on a une suite exacte
0 −→ D ⊗ Ln−1 −→ D −→ Dn−1 −→ 0.
On a une suite exacte
0 // H1(Ln−1) // Ext1On(Dn−1, L
n−1 ⊗D) φ // C // 0
Ext1OC (Dn−1|C , D ⊗ Ln−1) Hom(D
(1)
n−1 ⊗ L,D ⊗ Ln−1)
(cf. [8] ou 3.5.4). Les fibre´s en droites sur Cn prolongeant Dn−1 sont les extensions parame´tre´es
par φ−1(1).
La varie´te´ Λdn(Cn) et le fibre´ en droites Dn se construisent par re´currence sur n au moyen d’une
“extension universelle”: Λdn(Cn) est un fibre´ en espaces affines sur Λ
d
n−1(Cn−1).
3. Proprie´te´s e´le´mentaires des faisceaux cohe´rents sur les courbes multiples
primitives
On conside`re dans ce chapitre une courbe multiple primitive Cn de courbe re´duite associe´e C.
On utilise les notations de 2.1.
3.1. Filtrations canoniques
Soient P un point ferme´ de C, M un OnP -module de type fini. Soit E un faisceau cohe´rent sur
Cn.
3.1.1. Premie`re filtration canonique - On de´finit la premie`re filtration canonique de M : c’est
la filtration
Mn = {0} ⊂Mn−1 ⊂ · · · ⊂M1 ⊂M0 = M
telle que pour 0 ≤ i < n, Mi+1 soit le noyau du morphisme canonique surjectif
Mi →Mi ⊗On,P OC,P . On a donc
Mi/Mi+1 = Mi ⊗On,P OC,P , M/Mi ' M ⊗On,P Oi,P , Mi = ziM.









est un OC,P -module. Les proprie´te´s suivantes sont imme´diates : si 1 < i ≤ n
- on a Mi = {0} si et seulement si M est un Oi,P -module,
- Mi est un On−i,P -module, et sa filtration canonique est {0} ⊂Mn ⊂ · · · ⊂Mi+1 ⊂Mi ,
- tout morphisme de On,P -modules envoie la premie`re filtration canonique du premier module
sur celle du second.
On de´finit de meˆme la premie`re filtration canonique de E : c’est la filtration
En = 0 ⊂ En−1 ⊂ · · · ⊂ E1 ⊂ E0 = E
telle que pour 0 ≤ i < n, Ei+1 soit le noyau du morphisme canonique surjectif Ei → Ei|C . On a
donc Ei/Ei+1 = Ei|C , E/Ei = E|Ci . On pose, si i ≥ 0,
Gi(E) = Ei/Ei+1.
Le gradue´ Gr(E) est un OC-module. Les proprie´te´s suivantes sont imme´diates : si 1 < i ≤ n
- on a Ei = I iCE , et donc Gr(E) =
⊕n−1
j=0 IjCE/Ij+1C E .
- on a Ei = 0 si et seulement si E est un faisceau sur Ci,
- Ei est un faisceau sur Cn−i, et sa filtration canonique est 0 ⊂ En ⊂ · · · ⊂ Ei+1 ⊂ Ei .
- tout morphisme de faisceaux cohe´rents sur Cn envoie la premie`re filtration canonique du
premier sur celle du second.
3.1.2. Type complet d’un faisceau cohe´rent - La paire((




deg(G0(E)), . . . , deg(Gn−1(E)
))
s’appelle le type complet de E .
3.1.3. Seconde filtration canonique - On de´finit la seconde filtration canonique de M : c’est la
filtration
M (0) = {0} ⊂M (1) ⊂ · · · ⊂M (n−1) ⊂M (n) = M
avec M (i) =
{
u ∈M ; ziu = 0} . Si Mn = {0} ⊂Mn−1 ⊂ · · · ⊂M1 ⊂M0 = M est la
(premie`re) filtration canonique de M on a Mi ⊂M (n−i) pour 0 ≤ i ≤ n. On pose, si i > 0,





est un OC,P -module. Les proprie´te´s suivantes sont imme´diates : si 1 < i ≤ n
- M (i) est un Oi,P -module, et sa filtration canonique est
{0} ⊂M (1) ⊂ · · · ⊂M (i−1) ⊂M (i) ,
- tout morphisme de On,P -modules envoie la seconde filtration canonique du premier module
sur celle du second.
On de´finit de meˆme la seconde filtration canonique de E :
E (0) = {0} ⊂ E (1) ⊂ · · · ⊂ E (n−1) ⊂ E (n) = E .
On pose, si i > 0,
G(i)(E) = E (i)/E (i−1).
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Le gradue´ Gr2(E) est un OC-module. Les proprie´te´s suivantes sont imme´diates : si 0 < i ≤ n
- E (i) est un faisceau sur Ci, et sa filtration canonique est 0 ⊂ E (1) ⊂ · · · ⊂ E (i−1) ⊂ E (i) ,
- tout morphisme de faisceaux cohe´rents sur Cn envoie la seconde filtration canonique du premier
sur celle du second.
3.1.4. Proposition : On a des isomorphismes canoniques :
(i) Ei ' (E/E (i))⊗ Li .
(ii) (E (i))(j) ' E (min(i,j)) .
(iii) (Ei)j ' Ei+j .
(iv) (Ei)(j) ' (E (i+j)/E (i))⊗ Li .
(v) (E (i))j = 0 si i ≤ j, et (E (i))j ' (Ej)(i−j) si i > j.
De´monstration. Imme´diat, en examinant ce qui se passe en chaque point de C. 
3.1.5. Relations entre les deux filtrations - Soient i, k des entiers tels que 0 < i < n,
0 < k ≤ i+ 1. Le morphisme canonique E ⊗ L→ E induit un morphisme de faisceaux cohe´rents
sur C :
λik = λik(E) : G(i+1)(E)⊗ Lk −→ G(i+1−k)(E).
On posera, si 0 ≤ i < n,
Γ(i)(E) = coker(λi+1,1).
Soient j, m des entiers tels que j,m > 0, j +m ≤ n. Le morphisme canonique E ⊗ L→ E
induit un morphisme de faisceaux cohe´rents sur C :
µjm = µjm(E) : Gj(E)⊗ Lm −→ Gj+m(E).
On posera, si 0 ≤ j < n,
Γj(E) = ker(µj1).
3.1.6. Lemme : Le noyau du morphisme canonique surjectif Ei ⊗ L→ Ei+1 est isomorphe
a` G(i+1)(E)⊗ Li+1 .
De´monstration. Cela de´coule du diagramme commutatif avec lignes exactes
0 // E (i) // _

E // Ei ⊗ L−i //

0
0 // E (i+1) // E // Ei+1 ⊗ L−i−1 // 0

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3.1.7. Proposition : 1 - Le morphisme de faisceaux λik est injectif. De plus, on a une suite
exacte canonique
0 −→ Li+1−k ⊗ coker(λi,k) −→ Ei−k|Ck ⊗ L −→ Ei+1−k/Ei+1 −→ 0.
2 - Le morphisme µjm est surjectif, et on a une suite exacte de faisceaux cohe´rents sur Cm :
0 −→ (E (j+m+1)/E (j+1))⊗ Lj+m+1 −→ (E (j+m)/E (j))⊗ Lj+m −→ ker(µjm) −→ 0.
De´monstration. On ne de´montrera que 1-, 2- e´tant analogue. L’injectivite´ de λik se de´montre
aise´ment en examinant ce qui se passe en chaque point. La suite exacte est obtenue a` partir
du diagramme commutatif avec lignes exactes de´duites du lemme 3.1.6









0 // G(i+1−k)(E)⊗ Li+1−k // Ei−k ⊗ L // Ei+1−k // 0

3.1.8. Corollaire : Si 0 ≤ i < n, on a un isomorphisme canonique Γi(E) ' Γ(i)(E)⊗ Li+1.
De´monstration. Cela de´coule de la proposition 3.1.7, 1- en prenant k = 1, ou de 2- en prenant
m = 1, ou directement du lemme 3.1.6. 
3.1.9. Proposition : Soient E, F des faisceaux cohe´rents sur Cn. Soit φ : E → F un
morphisme. Alors φ est surjectif si et seulement si le morphisme φ|C : G0(E)→ G0(F) de
faisceaux sur C induit par φ l’est. Si c’est le cas les morphismes Gi(E)→ Gi(F) induits par
φ sont surjectifs pour 1 ≤ i < n.
Le morphisme φ est injectif si et seulement si le morphisme G(1)(E) = E (1) → G(1)(F) = F (1)
de faisceaux sur C l’est. Si c’est le cas les morphismes G(i)(E)→ G(i)(F) induits par φ sont
injectifs pour 1 ≤ i < n.
De´monstration. Supposons que φ soit surjectif. Alors φ|C l’est. La re´ciproque se de´montre par
re´currence sur n, le cas n = 1 e´tant trivial. Supposons qu’elle soit vraie pour n− 1 ≥ 1, et que
φ|C soit surjectif. Alors φ induit φ1 : E1 → F1 . On a un diagramme commutatif




G0(F)⊗ L µ01(F) // // G1(F) = G0(F1)
d’ou` il de´coule que φ1|C est surjectif. D’apre`s l’hypothe`se de re´currence, φ1 est surjectif. La
surjectivite´ de φ se de´duit aise´ment de celles de φ|C et φ1. La surjectivite´ du morphisme
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Gi(E)→ Gi(F) de´coule du diagramme commutatif




G0(F)⊗ Li µ0i(F) // // Gi(F)
La seconde assertion se de´montre de manie`re analogue. 
3.2. Invariants
3.2.1. Rang ge´ne´ralise´ - L’entier R(M) = rg(Gr(M)) s’appelle le rang ge´ne´ralise´ de M .
L’entier R(E) = rg(Gr(E)) s’appelle le rang ge´ne´ralise´ de E . On a donc R(E) = R(EP ) pour
tout P ∈ C.
3.2.2. Degre´ ge´ne´ralise´ - L’entier Deg(E) = deg(Gr(E)) s’appelle le degre´ ge´ne´ralise´ de E .
Si R(E) > 0 on pose µ(E) = Deg(E)/R(E) et on appelle ce nombre la pente de E .
3.2.3. Proposition : 1 - Soit 0→M ′ →M →M ′′ → 0 une suite exacte de On,P -modules
de type fini. Alors on a R(M) = R(M ′) +R(M ′′) .
2 - Soit 0→ E → F → G→ 0 une suite exacte de faisceaux cohe´rents sur Cn. Alors on a
R(F ) = R(E) +R(G) , Deg(F ) = Deg(E) + Deg(G) .
3.2.4. Proposition : Posons rj = rg(Gj(E)) pour 0 ≤ j < n. On a, pour 0 ≤ i < n,
rg(G(i+1)(E)) = rg(Gi(E))
et
deg(G(i+1)(E)) = deg(Gi(E)) + (ri+1 + · · ·+ rn−1 − i.ri) deg(L).
De´monstration. Posons, pour 0 ≤ j < n, sj = rg(G(j+1)(E)), dj = rg(Gj(E)),
ej = rg(G
(j+1)(E)), et si j < n− 1, δj = dj+1 − dj, j = ej+1 − ej. On a, d’apre`s le corollaire
3.1.8, une suite exacte
0 −→ G(j+2)(E)⊗ Lj+2 −→ G(j+1)(E)⊗ Lj+1 −→ Gj(E)⊗ L −→ Gj+1(E) −→ 0.
On en de´duit que sj − sj+1 = rj − rj+1, et on en de´duit la premie`re e´galite´ de la proposition,
compte tenu du fait que
r0 + · · ·+ · · · rn−1 = s0 + · · ·+ · · · sn−1 = R(E)
(d’apre`s la proposition 3.2.3). On a, d’apre`s la suite exacte pre´ce´dente
(1) j − δj =
(




On a di+1 = d0 + δ0 + · · · δi, ei+1 = e0 + 0 + · · · i, et
n−1∑
i=0





= ne0 + (n− 1)0 + (n− 2)1 + · · ·+ n−2,
d’ou`, en utilisant (1)
n(d0 − e0) =
(
((n− 1)(0.r0 − 2r1) + · · ·+ (n− j)
(
(j − 1)rj−1 − (j + 1)rj
)
+ · · · ) deg(L)
= −n(r1 + · · ·+ rn−1) deg(L).
Donc e0 = d0 + (r1 + · · ·+ rn−1) deg(L), c’est la seconde e´galite´ de la proposition 3.2.4 pour
i = 0. Le cas ge´ne´ral se de´montre ensuite par re´currence sur i en utilisant (1). 
3.3. Torsion
Soit M un OnP -module de type fini. Le sous-module de torsion T (M) de M est constitue´ des
e´le´ments annule´s par une puissance de x. On dit que M est sans torsion si ce sous-module est
nul. C’est donc le cas si et seulement si pour tout m ∈M non nul et tout entier p > 0 on a
xpm 6= 0.
Soit E un faisceau cohe´rent sur Cn. Le sous-faisceau de torsion T (E) de E est le sous-faisceau
maximal de E dont le support est fini. Pour tout point ferme´ P de C on a T (E)P = T (EP ). On
dit que E est un faisceau de torsion si E = T (E) , ou ce qui revient au meˆme, si son support
est fini.
3.3.1. Proposition : Les conditions suivantes sont e´quivalentes :
(i) E est sans torsion.
(ii) G(1)(E) = E (1) est localement libre.
De plus, si E est sans torsion, tous les faisceaux G(i)(E) sur C sont localement libres.
De´monstration. Supposons que E soit sans torsion. Il en est de meˆme de tous ses sous-faisceaux,
et donc de G(1)(E). Comme les faisceaux sans torsion sur C sont les faisceaux localement libres,
G(1)(E) est localement libre.
Re´ciproquement, supposons que T (E) 6= 0. Il existe alors un point ferme´ P de C et u ∈ EP non
nul tel qu’il existe un entier p > 0 tel que xpu = 0. Soit q le plus grand entier tel que zqu 6= 0.
Alors on a zqu ∈ G(1)(EP ), et xp.zqu = 0, donc G(1)(E)P a de la torsion.
Le de´monstration de la seconde assertion est analogue. 
FAISCEAUX SANS TORSION ET FAISCEAUX QUASI LOCALEMENT LIBRES 17
3.4. Faisceaux cohe´rents quasi localement libres
Soit M un On,P -module de type fini. On dit que M est quasi libre s’il existe des entiers
m1, . . . ,mn non ne´gatifs et un isomorphisme M '
⊕n
i=1 miOi,P . Les entiers m1, . . . ,mn sont




Soit E un faisceau cohe´rent sur Cn. On dit que E est quasi localement libre en un point P de C
s’il existe un ouvert U de Cn contenant P et des entiers non ne´gatifs m1, . . . ,mn tels que pour
tout point Q de U , En,Q soit quasi localement libre de type m1, . . . ,mn. Les entiers m1, . . . ,mn
sont uniquement de´termine´s et ne de´pendent que de E , et on dit que (m1, . . . ,mn) est le type
de E .
On dit que E est quasi localement libre s’il l’est en tout point de Cn.
3.4.1. The´ore`me : Soient E un faisceau cohe´rent sur Cn et P un point ferme´ de C. Alors les
conditions suivantes sont e´quivalentes :
(i) EP est quasi localement libre en P .
(ii) Pour 0 ≤ i < n, Gi(E) est libre en P .
(iii) Pour 0 ≤ i < n, Γ(i)(E) est libre en P .
De´monstration. L’e´quivalence de (i) et (ii) est de´montre´e dans [7], the´ore`me 5.1.4. Montrons
que (ii) et (iii) sont e´quivalentes : d’apre`s 3.1.8, (iii) e´quivaut a`
(iii)’ Pour 0 ≤ i < n, Γi(E) est libre en P .
L’e´quivalence de (ii) et (iii)’ est imme´diate, compte tenu de la surjectivite´ des morphismes µi1
et du fait que Γn−1(E) = Gn−1(E)⊗ L . 
3.4.2. Corollaire : Soit E un faisceau cohe´rent sur Cn. Alors les conditions suivantes sont
e´quivalentes :
(i) E est quasi localement libre.
(ii) Pour 0 ≤ i < n, Gi(E) est localement libre sur C.
(iii) Pour 0 ≤ i < n, Γ(i)(E) est localement libre sur C.
3.4.3. Corollaire : Soit E un faisceau cohe´rent sans torsion sur Cn. Alors les conditions
suivantes sont e´quivalentes :
(i) E est localement libre.
(ii) E admet une re´solution localement libre de longueur finie.
De´monstration. Supposons que E admette une re´solution localement libre de longueur finie.
Alors on a Tork(E ,F) = {0} pour tout k suffisamment grand et tout faisceau cohe´rent F sur
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Cn. Soit i un entier tel que 1 ≤ i < n. On conside`re la re´solution localement libre e´vidente de
Oi
· · ·L2n // Ln+i // Ln // Li // On // Oi,
de´finie par les morphismes canoniques Li → On et Ln−i → On. La suite induite
· · ·L2n ⊗ E // Ln+i ⊗ E // Ln ⊗ E // Li ⊗ E // On ⊗ E
a pour cohomologies les Tork(E ,Oi). Elle est donc exacte a` partir d’un certain degre´. Il en
de´coule que E (i) = En−i . Puisque E est sans torsion, les G(i)(E) sont localement libres d’apre`s
la proposition 3.3.1. Il en est donc de meˆme des Gi(E). Donc d’apre`s le the´ore`me 3.4.1, E est







miOiP ⊂ E (n−1)P .
Mais si m1, . . . ,mn−1 ne sont pas tous nuls on a
n−1⊕
i=1
miOiP 6⊂ E1P .
On a donc m1 = · · · = mn−1 = 0 , et E est localement libre. 
Le re´sultat suivant sera utilise´ au chapitre 6 :
3.4.4. Proposition : Soit E un faisceau quasi localement libre sur Cn. On note
rj = rg(Gj(E)) pour 0 ≤ j < n. Alors le faisceau des endomorphismes End(E) est aussi quasi










De´monstration. Le fait que End(E) est quasi localement libre est imme´diat. On a une suite
exacte canonique
0 −→ Hom(E|C , E (1)) −→ End(E) −→ End(E1) −→ 0,
d’ou` on de´duit que
R(End(E)) = R(End(E1))+rg((E|C)∗⊗E (1)) ,Deg(End(E)) = Deg(End(E1))+deg((E|C)∗⊗E (1)) .









Le re´sultat de´coule alors aise´ment de la proposition 3.2.4. 
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3.5. Construction des faisceaux cohe´rents
On de´crit ici le moyen de construire un faisceau cohe´rent E sur Cn, connaissant E|C et E1 (ou
E (1) et E1), qui sont des faisceaux sur C et Cn−1 respectivement. Cela de permet de faire des
de´monstrations par re´currence sur n dans les chapitres suivants.
On conside`re dans ce chapitre une courbe multiple primitive Cn de courbe re´duite associe´e C.
On utilise les notations de 2.1. Si G est un fibre´ vectoriel sur Ck (1 ≤ k < n), il existe un fibre´
vectoriel G sur Cn qui prolonge G (cf. [7], the´ore`me 3.1.1). En particulier le faisceau d’ide´aux
IC de C dans Cn se prolonge en un fibre´ en droites L sur Cn. On en de´duit une re´solution
localement libre de G :
· · ·G⊗ Ln+k −→ G⊗ Ln −→ G⊗ Lk −→ G −→ G −→ 0.
3.5.1. Premie`re construction - Soient F un faisceau cohe´rent sur Cn−1 et E un fibre´ vec-
toriel sur C. On s’inte´resse aux faisceaux cohe´rents E sur Cn tels que E|C = E et E1 = F .
Soit 0 −→ F −→ E −→ E −→ 0 une suite exacte, associe´e a` σ ∈ Ext1On(E,F). Soit
piE : E ⊗ IC → E le morphisme canonique. On a
im(piE) ⊂ F , piE(F) = im(piF).
Donc piE induit un morphisme
ΦF ,E(σ) : E ⊗ L −→ F|C ,
et on obtient aise´ment le
3.5.2. Lemme : On a E|C = E et E1 = F si et seulement si ΦF ,E(σ) est surjectif.
3.5.3. Proposition : On a une suite exacte canonique
0 // Ext1OC (E,F (1)) // Ext1On(E,F)
ΦFE // Hom(E ⊗ L,F|C) // 0.
De´monstration. Soit E un fibre´ vectoriel sur Cn prolongeant E et
· · ·E⊗ Ln+1 −→ E⊗ Ln −→ E⊗ L −→ E −→ E −→ 0
la re´solution localement libre induite. On en de´duit l’isomorphisme canonique
Ext1On(E,F) ' Hom(E ⊗ L,F|C).
Le re´sultat de´coule alors de la suite exacte canonique
0 −→ H1(Hom(E,F)) −→ Ext1On(E,F) −→ H0(Ext1On(E,F)) −→ 0.
de´duite de la suite spectrale des Ext (cf. [12], 7.3). 
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3.5.4. Seconde construction - Soit E un faisceau quasi localement libre sur Cn. On a
Ext1On(E , V ) ' Hom((E (1)/En−1)⊗ L, V ) , d’ou` la suite exacte
0 // Ext1OC (E|C , V ) // Ext1On(E , V )
ΘE,V // Hom((E (1)/En−1)⊗ L, V ) // 0.
3.5.5. Proposition : Soient E un faisceau cohe´rent sur Cn et V un fibre´ vectoriel sur C.
Soient 0→ V → F → E → 0 une extension et σ ∈ Ext1On(E , V ) l’e´le´ment associe´.
1- Le morphisme canonique F ⊗ L→ F en induit un, (E (1)/En−1)⊗ L→ V , qui n’est autre
que ΘE,V (σ).
2 - Si E est concentre´ sur Cn−1, on a V = F (1) si et seulement si ΘE,V (σ) est injectif.
4. Faisceaux re´flexifs
On conside`re dans ce chapitre une courbe multiple primitive Cn de courbe re´duite associe´e C.
On utilise les notations de 2.1.
4.1. Dualite´
Soient P ∈ C et M un On,P -module de type fini. On note M∨n le dual de M :
M∨n = Hom(M,On,P ) . Si aucune confusion n’est a` craindre on notera M∨ = M∨n . Si N est
un OC,P -module, on note N∗ le dual de N : N∗ = Hom(N,OC,P ).
Soit E un faisceau cohe´rent sur Cn. On note E∨n le dual de E : E∨n = Hom(E ,On) . Si aucune
confusion n’est a` craindre on notera E∨ = E∨n . Si E est un faisceau cohe´rent sur C, on note
E∗ le dual de E : E∗ = Hom(E,OC). Ces notations sont justifie´es par le fait que E∨ 6= E∗, et
plus ge´ne´ralement on a
4.1.1. Lemme : Soient i un entier tel que 1 ≤ i ≤ n et E un faisceau cohe´rent sur Ci. Alors
on a un isomorphisme canonique
E∨n ' E∨i ⊗ In−iC .
En particulier, pour tout faisceau cohe´rent E sur C, on a E∨n ' E∗ ⊗ Ln−1 .
De´monstration. Imme´diat. 
4.1.2. Proposition : Soit E un faisceau cohe´rent sur Cn. Alors on a, pour 1 ≤ i < n,
(E∨)(i) = (E/Ei)∨ .
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De´monstration. Imme´diat. 
4.1.3. Dualite´ des faisceaux quasi localement libres - Soit E un faisceau quasi localement libre
sur Cn. Alors on montre aise´ment qu’on a, pour 0 ≤ i < n, des isomorphismes canoniques
(E∨)i ' (Ei)∨ ⊗ Li, G(i+1)(E∨) ' Gi(E)∗ ⊗ Ln−1.
4.2. Faisceaux re´flexifs - caracte´risation
Soit E un faisceau cohe´rent sur Cn. Rappelons qu’on dit que E est re´flexif si le morphisme
canonique E → E∨∨ est un isomorphisme.
4.2.1. Lemme : Soit E un faisceau quasi localement libre sur Cn. Alors E est re´flexif et on
a Exti(E ,On) = {0} pour tout i ≥ 1.
De´monstration. Il suffit de montrer que pour tout point ferme´ P de C et tout entier m tel que
1 ≤ m ≤ n, OmP est un OnP -module re´flexif et qu’on a ExtiOnP (OmP ,OnP ) = {0} pour tout
i ≥ 1. La premie`re assertion est imme´diate et la seconde se de´montre en utilisant la re´solution
libre de OmP :






// OnP // OmP

4.2.2. The´ore`me : Soit E un faisceau cohe´rent sur Cn. Alors les proprie´te´s suivantes sont
e´quivalentes :
(i) E est re´flexif.
(ii) E est sans torsion.
(iii) On a Ext1On(E ,On) = 0 .
Si les conditions pre´ce´dentes sont re´alise´es on a de plus ExtiOn(E ,On) = 0 pour tout i ≥ 1.
De´monstration. On fait une re´currence sur n. Le re´sultat est bien connu pour n = 1. Supposons
que n > 1 et que le re´sultat soit vrai pour n− 1.
Soit F un faisceau sans torsion sur Cn−1. D’apre`s le lemme 4.1.1, F est aussi re´flexif en tant
que faisceau sur Cn. On va montrer qu’on a ExtiOn(F ,On) = 0 pour i ≥ 1. On peut trouver
une suite exacte de faisceaux cohe´rents sans torsion sur Cn−1
0 −→ N −→ U −→ F −→ 0
telle que U soit quasi localement libre (par exemple on peut utiliser un fibre´ en droites tre`s
ample O(1) sur Cn−1 et prendre pour U une somme directe de O(−m) pour un m suffisamment
grand). On en de´duit la suite exacte
0 −→ F∨n−1 −→ U∨n−1 −→ N ∨n−1 −→ 0,
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et donc aussi la suivante :
0 −→ F∨n −→ U∨n −→ N ∨n −→ 0.
On en de´duit que
Ext1On(F ,On) ⊂ Ext1On(U ,On).
D’apre`s le lemme 4.2.1, on a Ext1On(U ,On) = 0, donc on a bien Ext1On(F ,On) = 0. On a aussi
ExtiOn(N ,On) ' Exti+1On (F ,On)
pour i ≥ 1, d’ou` il de´coule par re´currence sur i que ExtiOn(F ,On) = 0 pour i ≥ 1.
Il est e´vident qu’un faisceau ayant de la torsion n’est pas re´flexif, donc (i) entraine (ii).
Soit E un faisceau cohe´rent sans torsion sur Cn. Montrons que E est re´flexif et que
Ext1On(E ,On) = 0. On conside`re la suite exacte
(2) 0 −→ E (1) −→ E −→ E/E (1) = E1 ⊗ L∨ −→ 0.
Les faisceaux E (1) et E1 ⊗ L∨ sont de support contenu dans Cn−1 et sans torsion. Puisque
Ext1On(E1 ⊗ L∨,On) = 0 , on en de´duit la suite exacte
0 −→ (E/E (1))∨n −→ E∨n −→ E (1)∗ ⊗ Ln−1 −→ 0.
De meˆme en dualisant encore une fois on obtient la suite exacte
0 −→ E (1) −→ E∨∨ −→ E1 ⊗ L∨ −→ 0
et le diagramme commutatif
0 // E (1) // E //

E1 ⊗ L∨ // 0
0 // E (1) // E∨∨ // E1 ⊗ L∨ // 0
Il en de´coule que le morphisme canonique E → E∨∨ est un isomorphisme, c’est-a`-dire que E
est re´flexif. Le fait que ExtiOn(E ,On) = 0 pour i ≥ 1 de´coule aussi de la suite exacte (2) et du
fait que le the´ore`me est vrai pour n− 1. On a donc montre´ que (ii) entraine (i) et (iii).
Il reste a` montrer que si E est un faisceau cohe´rent sur Cn ayant de la torsion, alors on a
Ext1On(E ,On) 6= 0. Soit T le sous-faisceau de torsion de E . Alors E/T est sans torsion. En
utilisant la suite exacte
0 −→ T −→ E −→ E/T −→ 0
et le fait que (ii) entraine (iii) on voit que
Ext1On(E ,On) ' Ext1On(T,On).
Mais Ext1On(T,On) contient le faisceau non nul Ext1On(T|C ,On) = T˜|C ⊗ Ln−1 , donc
Ext1On(E ,On) 6= 0. 
4.2.3. Corollaire : Soit 0→ E → F → G → 0 une suite exacte de faisceaux cohe´rents sans
torsion sur Cn. Alors la suite duale 0→ G∨ → F∨ → E∨ → 0 est aussi exacte.
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4.2.4. Corollaire : Soit E un faisceau cohe´rent sur Cn. Alors on a Exti(E ,On) = 0 pour
i ≥ 2.
De´monstration. Il existe un morphisme surjectif E→ E , E e´tant un fibre´ vectoriel sur Cn (on
peut prendre pour E une somme directe de copies de O(−k), O(1) e´tant un fibre´ en droites
tre`s ample sur Cn et k un entier assez grand). On a donc une suite exacte
0 −→ F −→ E −→ E −→ 0,
ou` F est un faisceau sans torsion, donc re´flexif. Le re´sultat de´coule donc de la suite exacte
longue obtenue en dualisant la pre´ce´dente, et du the´ore`me 4.2.2. 
4.3. Dualite´ de Serre pour les faisceaux re´flexifs
4.3.1. The´ore`me : Soit E un faisceau cohe´rent re´flexif sur Cn. Alors on a des isomorphismes
fonctoriels
H i(Cn,F) ' H1−i(Cn,F∨ ⊗ ωCn)∗
pour i = 0, 1.
De´monstration. Le the´ore`me de dualite´ de Serre (cf. par exemple [15], theorem III, 7.6) donne
les isomorphismes
H i(Cn,F) ' Ext1−iOn (F , ωCn)∗.
D’apre`s la suite spectrale des Ext et le the´ore`me 4.2.2 on a
Ext1−iOn (F , ωCn) ' H1−i(Cn,F∨ ⊗ ωCn).

4.3.2. Remarque : La ge´ne´ralisation du re´sultat pre´ce´dent aux Ext, c’est-a`-dire le fait que
ExtiOn(F ,G) ' Ext1−iOn (G,F ⊗ ωCn)∗
pour des faisceaux sans torsion F , G, est fausse en ge´ne´ral, contrairement a` ce qui se passe sur
les varie´te´s lisses (cf. [10], prop. (1.2)). Par exemple, si 1 < m < n, la re´solution canonique de
Oi
· · · −→ L2n −→ Ln+m −→ Ln −→ Lm −→ On −→ Om
montre que
Ext2iOn(Om,OC) = Lin, Ext2i+1On (Om,OC) = Lin+m
pour tout i ≥ 0, ce qui exclue la dualite´ pre´ce´dente, qui entrainerait l’annulation des Exti pour
i ≥ 2.
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5. Re´solutions pe´riodiques des faisceaux quasi localement libres
On conside`re dans ce chapitre une courbe multiple primitive Cn de courbe re´duite associe´e C.
On utilise les notations de 2.1.
5.1. Fibre´s vectoriels et faisceaux quasi localement libres
5.1.1. Proposition : Soit E un faisceau quasi localement libre sur Cn. Alors il existe un fibre´
vectoriel E sur Cn et un morphisme surjectif E→ E induisant un isomorphisme E|C ' E|C .
De´monstration. Par re´currence sur n. Le cas n = 1 est e´vident. Supposons donc que n > 1 et
que le re´sultat est vrai pour n− 1. Si le support de E est contenu dans Cn−1 il existe un fibre´
vectoriel F sur Cn−1 et un morphisme surjectif F→ E induisant un isomorphisme F|C ' E|C .
D’apre´s [7], the´ore`me 3.1.1, on peut e´tendre F en un fibre´ vectoriel E sur Cn, et on obtient ainsi
le re´sultat voulu. On peut donc supposer que le support de E est Cn. Le morphisme quotient
E → E/En−1 induit un isomorphisme E|C ' (E/En−1)|C , et d’apre`s l’hypothe`se de re´currence,
puisque E/En−1 est de support Cn−1, il existe un fibre´ vectoriel E0 sur Cn−1 et un morphisme
surjectif φ0 : E0 → E/En−1 induisant un isomorphisme E0|C ' (E/En−1)|C . On cherche un
fibre´ vectoriel E sur Cn prolongement de E0 tel qu’on ait un diagramme commutatif avec lignes
exactes









0 // En−1 // E // E/En−1 // 0
ou` la fle`che verticale de gauche est le morphisme canonique. Le morphisme φ est alors surjectif
et induit un isomorphisme E|C ' E|C .
Soit σ ∈ Ext1On(E/En−1, E), correspondant a` la suite exacte du bas. Soit σ′ ∈ Ext1On(E0, En−1)
l’image de σ dans Ext1On(E0, En−1). Il suffit de montrer qu’il existe σ′′ ∈ Ext1On(E0, E|C ⊗ Ln−1)
tel que dans l’extension associe´e
0 −→ E|C ⊗ Ln−1 −→ E −→ E0 −→ 0,
E soit localement libre, et que l’image de σ′′ dans Ext1On(E0, En−1) soit σ′ (cf. [9], corollaire
4.3.3). D’apre`s 3.5.4 on a un diagramme commutatif avec lignes exactes










Ext1OC (E|C , En−1) 
 i // Ext1On(E0, En−1)
λ // // Hom(E|C ⊗ Ln−1, En−1)
ou` les fle`ches verticales sont induites par le morphisme canonique µ : E|C ⊗ Ln−1 → En−1 . On
a λ(σ′) = µ = θ(IE|C ) . Soit σ0 ∈ Ext1On(E0, E|C ⊗ Ln−1) dont l’image dans End(E|C) est IE|C .
Alors on a
ρ(σ0)− σ′ ∈ i(Ext1On(E|C , En−1)).
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Puisque µ est surjectif il en est de me`me de γ. Donc il existe σ1 ∈ Ext1On(E|C , E|C ⊗ Ln−1) tel
que
ρ(σ0)− σ′ = i ◦ γ(σ1) = ρ ◦ i0(σ1).
On a alors σ′′ = σ0 − i0(σ1). 
Soit E un faisceau quasi localement libre sur Cn. Soit φ : E→ E un morphisme surjectif, E
e´tant localement libre, induisant un isomorphisme E|C ' E|C . Le faisceau N = ker(φ) est aussi
quasi localement libre, d’apre`s [7], the´ore`me 5.2.1.
5.1.2. Lemme : Soit (m1, . . . ,mn) le type de E. Alors le type de N est
(mn−1,mn−2, . . . ,m1, 0).
De´monstration. Soit P un point ferme´ de C. On a EP '
⊕n
i=1miOiP . On en de´duit la suite
(ej) constitue´e des e´le´ments 1 des facteurs OiP . Soit ej l’image de ej dans E|C,P . Alors (ej)
est une base de E|C,P . Soit fj ∈ EP au dessus de ej, fj l’image de fj dans E|C,P . Alors (fj) est
une base de E|C,P , puisque c’est l’image de la base (ej) par l’isomorphisme E|C,P ' E|C,P . En
utilisant l’isomorphisme EP ' rg(E)OnP de´fini par cette base on voit que φP est la somme
des morphismes canoniques OnP → OiP . Le re´sultat en de´coule imme´diatement. 
5.1.3. Remarque : Plus ge´ne´ralement, on de´montre de la meˆme fac¸on que pour tout mor-
phisme surjectif f : F→ E , F e´tant un fibre´ vectoriel de rang r sur Cn, ker(f) est un faisceau




Il existe un lien e´troit entre les faisceaux E et N . Dans le re´sultat suivant on compare les
morphismes λij et µij pour E et N (cf. 3.1.5) :
5.1.4. Proposition : Soient q, k des entiers tels que 0 < k < q < n. Alors il existe des
isomorphismes canoniques
coker(λq−1,k(N )) ' ker(µn−q,k(E)), coker(λq−1,k(E))⊗ Ln ' ker(µn−q,k(N )).
De´monstration. Soient P un point ferme´ de C et z ∈ OnP une e´quation de C.
On de´finit d’abord le premier isomorphisme. Soient u ∈ N (q−k)P /N (q−k−1)P et u ∈ N (q−k)P
au dessus de u. On a zq−ku = 0, donc u ∈ zn−q+kEP , et on peut e´crire u sous la forme
u = zn−q+kv. On a u ∈ NP , donc zn−q+kφP (v) = 0. Soit e ∈ E|C,P l’image de φP (v). On a donc
µn−q,k,P (zn−qe⊗ zk) = 0 . On voit aise´ment que zn−qe⊗ zk ∈ (En−q ⊗ Lk)P est inde´pendant
des choix effectue´s. On de´finit donc ainsi un morphisme
ψ : N (q−k)/N (q−k−1) −→ ker(µn−q,k(E)).
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Il est aise´ de voir que si u ∈ im(λq−1,k)P , alors ψP (u) = 0. On obtient donc un morphisme
ψ : coker(λq−1,k(N )) −→ ker(µn−q,k(E)).
On de´finit maintenant le morphisme inverse. Soit w ∈ En−q,k,P tel que µn−q,k,P (w ⊗ zk) = 0 .
Soit β ∈ EP tel que zn−qβ soit au dessus de w. Il existe alors γ ∈ EP tel que
zn−q+kβ = zn−q+k+1γ, c’est-a`-dire zn−q+k(β − zγ) = 0. Puisque zn−q(β − zγ) = 0 est aussi au
dessus de w, on peut supposer que γ = 0, c’est-a`-dire zn−q+kβ = 0. Soit u ∈ EP au dessus de β.
On a donc zn−q+ku ∈ N (q−k)P . On de´finit le morphisme inverse en associant a` w ⊗ zk l’image
de zn−q+ku dans coker(µn−q,k(N )P ). Les ve´rifications sont laisse´es au lecteur.
La de´finition du second isomorphisme est analogue. 
5.1.5. Corollaire : On a, pour 0 ≤ i < n,
rg(Gi(N )) = rg(G(1)(E))− rg(G(n−i)(E)),
deg(Gi(N )) = deg(G(1)(E))− deg(G(n−i)(E)) +
(
(i+ 1) rg(G(1)(E))− n rg(G(n−i)(E))) deg(L).
De´monstration. Posons
ρi = rg(Gi(N )), δi = deg(Gi(N )), si = rg(G(i+1)(E)), ei = deg(G(i+1)(E)).
On de´duit du second isomorphisme de la proposition 5.1.4 les e´galite´s
ρn−q − ρn−q+1 = sq−2 − sq−1,
δn−q − δn−q+1 = eq−2 − eq−1 +
(
sq−2n− sq−1(n+ 1)− ρn−q
)
deg(L).
Puisque N est concentre´ sur Cn−1 on a ρn−1 = δn−1 = 0 , et les e´galite´s pre´ce´dentes don-
nent pour q = 2 le corollaire 5.1.5 pour i = n− 2. On en de´duit les autres cas par re´currence
descendante sur i. 
5.2. Support des Ext de faisceaux cohe´rents
5.2.1. The´ore`me : Soient E, F des faisceaux cohe´rents sur Cn, avec E sans torsion. Alors
le support du faisceau Ext1On(E ,F) est contenu dans Cn−1.
De´monstration. Soient P un point ferme´ de C, z ∈ OnP une e´quation de C, et x ∈ OnP
au dessus d’une e´quation de P dans OCP . Il suffit de prouver l’assertion locale analogue
suivante : soient M , N des OnP -modules de type fini, M e´tant sans torsion. Alors on a
zn−1.Ext1OnP (M,N) = {0} . Pour tout OnP -module W , on note XW : W → W la multiplica-
tion par zn−1.
Soit E un OnP -module libre de type fini tel qu’on ait un morphisme surjectif pi : E→M . Soit
V = ker(pi). On a donc une suite exacte 0→ V → E→M → 0 , d’ou` on de´duit la suivante :
Hom(E, N) rN // Hom(V,N) // Ext1OnP (M,N) // 0.
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Il faut donc montrer que si α ∈ Hom(V,N), alors α ◦XV ∈ im(rN). On a un diagramme
commutatif






Hom(E, N) rN // Hom(V,N)
Supposons que l’assertion soit vraie pour N = V et α = IV , c’est-a`-dire qu’il existe
λ ∈ Hom(E, V ) tel que rV (λ) = XV . On a alors en ge´ne´ral
α ◦XV = α ◦ rV (λ) = rN(α ◦ λ),
d’apre`s le diagramme commutatif pre´ce´dent. Il suffit donc de traiter le cas ou` N = V et α = IV ,
c’est-a`-dire montrer que XV se prolonge en un morphisme E→ V .
Posons V ⊗OCP = V0 ⊕ T0, ou` T0 est de torsion et V0 est un OCP -module libre. Il existe des
bases (ei)1≤i≤rg(V0), (fi)1≤i≤rg(E) de V0, E respectivement, et un entier p, 0 ≤ p ≤ rg(V0), tels
que le morphisme ψ : V0 → E⊗OCP de´duit de l’inclusion V ⊂ E soit tel que ψ(ei) = xkifi
pour 1 ≤ i ≤ p, avec ki ≥ 0, et ψ(ei) ∈ zE si i > p. Soient i ∈ V , φj ∈ E au dessus de ei, fj
respectivement. Alors on a (en voyant V comme un sous-module de E), i = xkiφi + zui, avec
ui ∈ E. Donc zn−1i = xkizn−1φi . Puisque M est sans torsion, on a zn−1φi ∈ V . On de´finit
maintenant Θ : E→ V par : Θ(φi) = zn−1φi si 1 ≤ i ≤ p, et Θ(φi) = 0 si i > p. On ve´rifie
aise´ment que Θ|V = XV . 
5.2.2. Remarque : L’hypothe`se que E est sans torsion est ne´cessaire dans le the´ore`me
pre´ce´dent. Par exemple si T est un faisceau de torsion sur Cn non contenu dans Cn−1, le
support de T˜ = Ext1On(T,On) n’est pas contenu dans Cn−1.
5.2.3. Corollaire : Soient E, F des faisceaux cohe´rents sur Cn. Alors, pour tout entier i ≥ 2,
le support du faisceau ExtiOn(E ,F) est contenu dans Cn−1.
De´monstration. Soit E un fibre´ vectoriel sur Cn tel qu’on ait un morphisme surjectif φ : E→ E .
Soit N = ker(Φ). On a donc une suite exacte 0→ N → E→ E → 0. On en de´duit que
Ext2On(E ,F) ' Ext1On(N ,F) . D’apre`s le the´ore`me 5.2.1, le support de Ext2On(E ,F) est donc
contenu dans Cn−1. Le cas des Exti pour i ≥ 2 se traite par re´currence sur i. 
5.2.4. Corollaire : Soient E, F des faisceaux cohe´rents sur Cn, D un fibre´ en droites sur Cn
tel que D|Cn−1 ' On−1 . Alors, pour tout entier i ≥ 2, il existe un isomorphisme canonique et
fonctoriel ExtiOn(E ,F ⊗ D) ' ExtiOn(E ,F) .
De´monstration. Pour tout entier j ≥ 2 on a
ExtjOn(E ,F ⊗ D) ' ExtjOn(E ,F)⊗ D ' ExtjOn(E ,F)
d’apre`s le corollaire 5.2.3, donc le re´sultat de´coule de la suite spectrale des Ext et de sa fonc-
torialite´. 
28 JEAN–MARC DRE´ZET
5.3. Morphismes et classes canoniques
Soit N un entier tel que N  n. D’apre`s [8] il existe une courbe multiple primitive CN extension
de Cn tel que le faisceau d’ide´aux de C dans CN restreint a` Cn soit isomorphe a` L. On peut
donc noter aussi L un fibre´ en droites sur CN extension de IC .
5.3.1. Lemme : Soit E un faisceau cohe´rent sur Cn. Alors on a un isomorphisme canonique
Tor1ON (E ,On) ' E ⊗ Ln .
De´monstration. Cela de´coule de la re´solution localement libre de On sur CN
. . . −→ LN −→ Ln −→ ON −→ On −→ 0
et du fait que N  n. 
Soient E , F des faisceaux cohe´rents sur Cn. D’apre`s la proposition 2.3.1 on a une suite exacte
0 // Ext1On(E ,F ⊗ Ln) // Ext1ON (E ,F ⊗ Ln) // Hom(Tor1ON (E ,On),F ⊗ Ln)
ΛEF // Ext2On(E ,F ⊗ Ln)
On a donc d’apre`s le lemme 5.3.1 un morphisme canonique fonctoriel
ΛEF : Hom(E ,F) −→ Ext2On(E ,F ⊗ Ln).
D’apre`s le corollaire 5.2.4, Ext2On(E ,F ⊗ Ln) est inde´pendant du choix de L. En utilisant
la preuve dans [7] de la proposition 2.3.1 on montre aise´ment que ΛEF est inde´pendant du
plongement de Cn dans CN et est fonctoriel par rapport a` E et F . Les morphismes ΛEF sont
donc entie`rement de´termine´s par les classes
λE = ΛEE(IE) ∈ Ext2On(E , E ⊗ Ln).
5.4. Re´solutions pe´riodiques
On utilise comme dans 5.3 un plongement Cn ⊂ CN avec N  n. Soit E un faisceau quasi
localement libre sur Cn. D’apre`s la proposition 5.1.1 il existe un fibre´ vectoriel V sur CN et un
morphisme surjectif φ : V→ E induisant un isomorphisme V|C ' E|C . Soit U = ker(φ). On a
donc une suite exacte sur CN :
0 −→ U −→ V −→ E −→ 0.
Soient E = V|Cn , F = U|Cn . Il de´coule du lemme 5.1.2 et du fait que N  n que F est un fibre´
vectoriel sur Cn, de meˆme rang que E. En restreignant la suite exacte pre´ce´dente a` Cn et en
utilisant le lemme 5.3.1 on obtient la suite exacte sur Cn
0 −→ E ⊗ Ln −→ F −→ E −→ E −→ 0.
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En utilisant la de´monstration de la proposition 2.3.1 on montre aise´ment que l’e´le´ment de
Ext2On(E , E ⊗ Ln) associe´ a` la suite exacte pre´ce´dente est λE . On en de´duit le
5.4.1. The´ore`me : Soient E, F des faisceaux cohe´rents, avec E quasi localement libre.
1 - La multiplication par λE
Hom(E ,F) −→ Ext2On(E ,F)⊗ Ln
est surjective.
2 - Pour tout entier i ≥ 1 la multiplication par λE
ExtiOn(E ,F) −→ Exti+2On (E ,F)⊗ Ln
est un isomorphisme.
5.4.2. Corollaire : Soit E un faisceau quasi localement libre sur Cn. Alors E est localement
libre si et seulement si on a λE = 0.
De´monstration. Si E est localement libre, on a
Ext2On(E , E ⊗ Ln) = H2(E∨ ⊗ E ⊗ Ln) = {0} ,
donc λE = 0. Re´ciproquement, supposons que λE = 0. D’apre`s le the´ore`me 5.4.1, 2-, on a
Ext1On(E ,OC) = 0.
Supposons que E ne soit pas localement libre. Alors E est localement isomorphe a` une somme
directe de faisceaux du type Ok dont l’un d’entre eux au moins est tel que k < n. Il suffit donc
de montrer que si P est un point ferme´ de C, alors on a
Ext1OnP (OkP ,OCP ) 6= {0} .
Cela se voit aise´ment en utilisant la re´solution canonique de OkP :






// OnP // OkP
(ou` z ∈ OnP est une e´quation de C). 
5.4.3. Corollaire : Soient E, F des faisceaux cohe´rents, avec E quasi localement libre.
1 - La multiplication par λE
Ext1On(E ,F) −→ Ext3On(E ,F ⊗ Ln)
est surjective.
2 - Pour tout entier i ≥ 2 la multiplication par λE
ExtiOn(E ,F) −→ Exti+2On (E ,F ⊗ Ln)
est un isomorphisme.
30 JEAN–MARC DRE´ZET
6. Familles de faisceaux quasi localement libres
On conside`re dans ce chapitre une courbe multiple primitive Cn de courbe re´duite associe´e C.
On utilise les notations de 2.1.
6.1. E´tude locale des familles de faisceaux de type constant
Soit Y une varie´te´ alge´brique inte`gre de dimension d > 0. Soit s un entier tel que 1 ≤ s ≤ n.
Soit U un ouvert non vide de Y × Cn tel que la projection de U sur Y soit surjective. Soit
E un faisceau cohe´rent sur U , plat sur Y . On suppose que pour tout point ferme´ y ∈ Y , Ey




1 . . . ,m
y
s inde´pendants de y, et que pour 0 ≤ i < s, Gi(Ey) est
localement libre sur C.
On dit qu’un tel faisceau est une famille de faisceaux de type constant a` l’ordre s sur des ouverts
de Cn (resp. sur Cn si U = Y × Cn) parame´tre´e par Y . Si s = n on dit que E est une famille
de faisceaux quasi localement libres de type constant sur des ouverts de Cn (resp. sur Cn si
U = Y × Cn) parame´tre´e par Y .
On de´finit comme pour les faisceaux cohe´rents sur Cn les filtrations canoniques de E , c’est-a`-dire
les sous-faisceaux Ei, E (i), 1 ≤ i < n.
Soient P = (y, x) un point ferme´ de Y × Cn, z ∈ Onx une e´quation de C et I l’ide´al de {y} × Cn
dans m = OY×Cn,P .
6.1.1. Lemme : Le faisceau E|U∩(Y×C) est localement libre de rang m1 + · · ·+mn.
De´monstration. Cela de´coule du fait que pour tout point ferme´ P de Y × C, si mP de´signe
l’ide´al maximal de OY×Cn,P , la dimension du C-espace vectoriel EP ⊗ (OY×Cn,P/mP ) est
m1 + · · ·+mn, et du fait que Y × C est re´duite. 
On pose V = E|U∩(Y×C).
6.1.2. Proposition : Soient τ1, . . . , τk ∈ I dont les images dans m/m2 sont line´airement
inde´pendantes.
1 - Soit u ∈ EP tel que zu ∈ (τ1, . . . , τk)EP . Alors il existe v ∈ (τ1, . . . , τk)EP tel que zu = zv.
2 - Soit u ∈ (τ1, . . . , τk)EP tel que zu = 0. Alors on peut e´crire u sous la forme
u = τ1w1 + · · ·+ τkwk , avec wi tels que zwi = 0.
De´monstration. Les deux assertions se de´montrent par re´currence sur k. Supposons d’abord
que k = 1 et soit u ∈ EP tel que zu ∈ (τ1)EP : zu = τ1v. En des points P ′ = (y′, x′) voisins
ge´ne´riques de P , τ1 est inversible, donc v est divisible par z dans E ′P . Il en de´coule que l’image
de v dans VP ′ (la fibre en P ′ du fibre´ vectoriel V) est nulle. Donc v est nul comme section
locale de V. Donc v est multiple de z : v = zw. On a donc zu = z.τ1w, ce qui de´montre 1-
pour k = 1.
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Soit u ∈ (τ1)EP tel que zu = 0. Posons u = τ1v. On a donc τ1.zv = 0. Puisque E est plat sur
Y , la multiplication par τ1 est injective. On a donc zv = 0, ce qui de´montre 2- pour k = 1.
Supposons que 1- soit vraie pour k − 1 ≥ 1. Soit u ∈ EP tel que zu ∈ (τ1, . . . , τk)EP . On con-
side`re la sous-varie´te´ inte`gre d’un voisinage de P dans Y , de´finie par l’e´quation τk = 0. Alors
E|U∩(Y ′×Cn) est plat sur Y ′. D’apre`s l’hypothe`se de re´currence on peut e´crire zu = zw + τdλ,
avec w ∈ (τ1, . . . , τd−1)EP , c’est-a`-dire z(u− w) = τdλ. En faisant le meˆme raisonnement que
dans le cas k = 1 on obtient que λ est multiple de z : λ = zβ. D’ou` zu = z(v + τdβ), et
v + τdβ ∈ (τ1, . . . , τk)EP , ce qui de´montre 1-.
Supposons que 2- soit vraie pour k − 1 ≥ 1. Soit u ∈ (τ1, . . . , τk)EP tel que zu = 0. On conside`re
la courbe inte`gre Y ′ ⊂ Y de´finie au voisinage de y par les e´quations τ2 = · · · = τk = 0. Posons
u = τ1v1 + · · ·+ τkvk. Sur Y ′ on a u = τ1v1, et d’apre`s le cas k = 1 on a
zv1 = 0 mod(τ2, . . . , τk). D’apre`s 1- on peut e´crire zv1 = zw, avec w ∈ (τ2, . . . , τk)EP :
w = τ2w2 + · · ·+ τkwk. On a
z(u− τ1(v1 − w)) = τ2(v2 + t1w2) + · · ·+ τk(vk + t1wk),
et z(u− τ1(v1 − w)) = 0 . D’apre`s l’hypothe`se de re´currence, on peut e´crire
u− τ1(v1 − w) = τ2s2 + · · ·+ τksk,
avec zsi = 0 pour 2 ≤ i ≤ k, ce qui de´montre 2-. 
6.1.3. Corollaire : Soit i un entier tel que 1 ≤ i < s.
1 - Pour tout point ferme´ y de Y , les morphismes canoniques
(Ei)y → (Ey)i, (E (i))y → (Ey)(i), (E/Ei)y → Ey/(Ey)i
sont des isomorphismes.
2 - Les faisceaux Ei, E (i), E/Ei sont plats sur Y , et E/Ei est une famille de faisceaux quasi
localement libres de type constant a` l’ordre s. Les faisceaux Gi(E), G(i)(E) sont des fibre´s
vectoriels sur Y × C.
3 - Les degre´s des faisceaux (Ey)i, (Ey)(i), Ey/(Ey)i, Gi(Ey), G(i)(Ey) sont inde´pendants du point
ferme´ y ∈ Y . En particulier, si s = n, les faisceaux Ey sont de type complet constant (cf. 3.1.2).
De´monstration. On montre d’abord que (E (1))y ' (Ey)(1) . Soit θ : (E (1))y → (Ey)(1) le mor-
phisme canonique. Soient x ∈ C un point ferme´ et P = (y, x). Soient u ∈ [(E (1))y]x et u ∈ E (1)P
au dessus de u. L’image v de u dans (Ey)x est annule´e par z, donc v ∈ [(Ey)(1)]x, et θx(u) = v.
Montrons que θx est injectif. Supposons que θx(u) = 0. On a zu = 0 et u ∈ IEP . D’apre`s la
proposition 6.1.2, 2-, on a u ∈ I(E (1))P , donc u = 0 et θx est injectif.
Montrons que θx est surjectif. Soit w ∈ [(Ey)(1)]x. On a donc zw = 0. Soit w ∈ EP au dessus
de w. On a zw ∈ IEP . D’apre`s la proposition 6.1.2, 1-, il existe v ∈ IEP tel que zw = zv. On
a donc w − v ∈ (E (1))P , et si β ∈ [(E (1))y]x est l’image de w − v, on a θx(β) = w. Donc θx est
surjectif.
L’isomorphisme (E/E1)y ' Ey/(Ey)1 se de´montre de la meˆme fac¸on. L’isomorphisme
(E1)y ' (Ey)1 se de´duit aise´ment des deux pre´ce´dents.
On de´duit de ce qui pre´ce`de et de [14], expose´ IV, cor. 5.7, que E1 est plat sur Y .
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Les cas i > 1 se de´montrent a` partir du cas i = 1 par re´currence sur i. 
Le re´sultat suivant est une version relative de la proposition 5.1.1 :
6.1.4. Corollaire : Soient X une varie´te´ alge´brique affine inte`gre et E une famille de fais-
ceaux quasi localement libres de type constant sur Cn parame´tre´e par X. Alors il existe un
fibre´ vectoriel E sur X × Cn et un morphisme surjectif E→ E induisant un isomorphisme
E|X×C ' E|X×C .
De´monstration. Analogue a` la de´monstration de la proposition 5.1.1. On utilise le fait que E|C
est un fibre´ vectoriel sur X × C (d’apre`s le corollaire 6.1.3), et que pour tout faisceau cohe´rent
F sur X × Cn on a H2(F) = {0} (cf. le de´but de la de´monstration du the´ore`me 2.5.1). 
6.1.5. The´ore`me : Soit E une famille de faisceaux quasi localement libres de type constant
sur des ouverts de Cn parame´tre´e par une varie´te´ inte`gre Y . Alors pour tout point ferme´ P de







De´monstration. On proce`de par re´currence sur n, le re´sultat e´tant e´vident si n = 1 (car Y est
inte`gre). Supposons que le re´sultat est vrai pour n− 1 ≥ 1. On fait maintenant une re´currence
sur mn. Si mn = 0 le re´sultat est vrai car alors E est concentre´ sur U ∩ (Y × Cn−1). Supposons
que mn > 0 et que le re´sultat est vrai pour mn − 1.
Posons P = (y, x). Pour tout ouvert V de Y × Cn et tout y′ ∈ Y , on note Vy′ = V ∩ ({y′} × Cn).
On peut supposer que U est affine, que Ey|Uy ' ⊕ni=1miOi|Uy et que L = p∗Cn(IC) est un
fibre´ en droites trivial sur Y × Cn−1. Soit z ∈ H0(L) une section engendrant L. Soient
σ ∈ H0(Ey) de´fini par un e´le´ment non nul de Cmn et σ ∈ H0(E) un prolongement de σ. Alors
s = zn−1σ ∈ H0(En−1) . D’apre`s le corollaire 6.1.3 En−1 est un fibre´ vectoriel sur Y × C, et
s|Uy ∈ H0((Ey)n−1) ne s’annule en aucun point de Uy. Soit V ∈ Y × C l’ouvert des points ou`
s ne s’annule pas. Soient y′ ∈ Y , et W ∈ Vy′ un ouvert tel que E|W ' ⊕ni=1miOi|W . Le mor-







⊕ (mn − 1)On|W .
Il de´coule du corollaire 5.7 de [14], expose´ IV que F = coker(σ|V ) est plat sur Y . C’est une
famille de faisceaux quasi localement libres de type (m1, . . . ,mn−1,mn − 1). D’apre`s l’hypothe`se








⊕ (mn − 1)p∗Cn(On|W )|V .
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On a donc une suite exacte







⊕ (mn − 1)p∗Cn(On|W )|V −→ 0.
Mais on montre aise´ment, en utilisant les re´solutions localement libres habituelles des Oi sur
Cn, que Ext
1






6.1.6. Remarque : Le the´ore`me 6.1.5 n’est pas vrai si on ne suppose pas que Y est re´duite.
Supposons par exemple que Y soit une courbe multiple primitive de multiplicite´ m > 0, de
courbe re´duite associe´e C ′. On conside`re le faisceau E = p∗Y (O′C) sur Y × Cn. C’est bien une
famille plate de faisceau cohe´rents sur Cn parame´tre´e par Y , on a EP ' On pour tout point
ferme´ P de Y . Mais la conclusion du the´ore`me 6.1.5 est fausse pour cette famille de faisceaux.
6.1.7. Corollaire : Soient X une varie´te´ alge´brique affine inte`gre et E une famille de faisceaux
quasi localement libres de type constant sur Cn parame´tre´e par X. Soient x un point ferme´ de
X. Alors le morphisme de de´formation infinite´simale de Kodaıira-Spencer de E en x
ωx : TXx −→ Ext1On(Ex, Ex)
est a` valeurs dans le sous-espace H1(End(Ex)) de Ext1On(Ex, Ex).
De´monstration. Pour tout point q de C, la de´formation de E(x,q) induite par E est triviale
d’apre`s la the´ore`me 6.1.5. Il en de´coule que l’application compose´e
TXx
ωx // Ext1On(Ex, Ex) // H0(Ext1On(Ex, Ex))
est nulle. Donc ωx est a` valeurs dans le noyau de l’application canonique
Ext1On(Ex, Ex)→ H0(Ext1On(Ex, Ex)),
qui est H1(End(Ex)). 
6.2. Irre´ductibilite´
Soit P un ensemble de classes d’isomorphisme de faisceaux cohe´rents sur Cn. On dit que P est
irre´ductible si pour tous E0, E1 ∈ P il existe une famille plate E de faisceaux cohe´rents sur Cn
parame´tre´e par une varie´te´ alge´brique lisse irre´ductible S telle que pour tout point ferme´ s de
S on ait Es ∈ P , et qu’il existe des points ferme´s s0, s1 ∈ S tels que Es0 ' E0 et Es1 ' E1.
On peut faire une de´finition semblable concernant des morphismes de faisceaux cohe´rents sur
Cn. On dit que deux morphismes f : E → F , f ′ : E ′ → F ′ sont isomorphes s’il existe des









f ′ // F ′
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soit commutatif. Soit S un ensemble de classes d’isomorphisme de morphismes de faisceaux
cohe´rents sur Cn. On dit que S est irre´ductible si pour tous f0, f1 dans S il existe des
familles plates E , F de faisceaux cohe´rents sur Cn parame´tre´es par une varie´te´ alge´brique lisse
irre´ductible S, et un morphisme θ : E → F , tels que pour tout point ferme´ s de S le morphisme
θs soit dans S, et qu’il existe des points ferme´s s0, s1 de S tels que θs0 = f0 et θs1 = f1.




ri ≥ 0 pour 0 ≤ i < n.
1 - Soit P l’ensemble des classes d’isomorphisme de faisceaux quasi-localement libres sur Cn de
type complet
(
(r0, . . . , rn−1), (d0, . . . , dn−1)
)
(cf. 3.1.2). Alors P est irre´ductible.
2 - Soit S l’ensemble des classes d’isomorphisme de morphismes surjectifs E→ F , ou` E est
un fibre´ vectoriel alge´brique de rang r et de degre´ d sur Cn et F ∈ P. Alors S est irre´ductible.
De´monstration. Elle comporte deux e´tapes. On montre d’abord que l’irre´ductibilite´ de P en-
traine celle de S. Puis on de´montre le the´ore`me par re´currence sur n.
E´tape 1
Supposons que P soit irre´ductible.
Soient f0 : E0 → F0, f1 : E1 → F1 des morphismes de S. Puisque P est irre´ductible il existe
une famille plate F de faisceaux quasi localement libres sur Cn parame´tre´e par une varie´te´
alge´brique lisse irre´ductible S, telle que pour tout point ferme´ s de S, Fs soit dans P et qu’il
existe des points ferme´s s0, s1 de S tels que Fs0 ' F0, Fs1 ' F1.
Soit O(1) un fibre´ en droites tre`s ample sur Cn. Si m 0 les fibre´s Ei(m) sont engendre´s par
leurs sections. Il existe donc des morphismes surjectifs
φi : O(−m)⊗ Cr+1 −→ Ei.
Posons Di = ker(φi), c’est un fibre´ en droites sur Cn. On a Di ' det(Ei)−1 ⊗O(−(r + 1)m).
Soit Ni le noyau du morphisme compose´
O(−m)⊗ Cr+1 φi // Ei fi // Fi .
Montrons que h1(Ni ⊗ D−1i ) = 0 si m 0. D’apre`s la proposition 5.1.1 il existe un fibre´
vectoriel Fi sur Cn et un morphisme surjectif
αi : Fi −→ Fi
induisant un isomorphisme Fi|C ' Fi|C . Soit Ai = ker(αi). Si m 0 on a
Ext1On(O(−m), Ai) = {0}, donc il existe un morphisme
(3) βi : O(−m)⊗ Cr+1 −→ Fi
tel que αi ◦ βi = fi ◦ φi, et βi est surjectif (d’apre`s la proposition 3.1.9). Soit
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Sim 0, Fi(m) est engendre´ par ses sections, et s+ 1 parmi celles de (3) suffisent a` l’engendrer.
Il existe donc une suite exacte
0 −→ Bi −→ O(−m)⊗ Cs+1 −→ Fi −→ 0,
ou` Bi est un fibre´ en droites sur Cn, Bi ' det(Fi)−1 ⊗O(−(s+ 1)m). On a un diagramme





















D−1i (−m) ' det(Ei)⊗O(rm), Bi ⊗ D−1i ' det(Ei)⊗ det(Fi)−1 ⊗O((r − s)m),
et r − s > 0, donc h1(D−1i (−m)) = h1(Bi ⊗ D−1) = 0 si m 0. On a donc
h1(ker(βi)⊗ D−1i ) = 0 d’apre`s la colonne exacte de gauche du diagramme pre´ce´dent. On utilise
maintenant la suite exacte
0 −→ ker(βi) −→ Ni −→ ker(αi) −→ 0.
Le faisceau ker(αi) ne de´pend pas de m, donc h
1(ker(αi)⊗ D−1i ) = 0 si m 0, d’ou`
h1(Ni ⊗ D−1i ) = 0 .
On construit maintenant une famille de morphismes de S contenant f0 et f1. On peut supposer
que m est assez grand pour que h1(Fs(m)) = 0 pour tout s ∈ S.
Soit U la varie´te´ des morphismes surjectifs
O(−m)⊗ Cr+1 −→ Fs,
s parcourant S. C’est un ouvert d’un fibre´ vectoriel sur S (car h0(Fs(m)) est inde´pendant de
s). Il existe un morphisme universel surjectif de fibre´s sur U × Cn
ρ : p∗Cn(O(−m))⊗ Cr+1 −→ (pi × ICn)∗(F),
(pi de´signant la projection U → S). Soit N = ker(ρ), c’est une famille plate de faisceaux quasi
localement libres sur Cn parame´tre´e par U .
Soit k = Deg(Di) = −d− (r + 1)mDeg(O(−1)). On utilise ici la varie´te´ Λk(Cn) et le “fibre´ de
Poincare´”D sur Λk(Cn)× Cn (cf. 2.6). Soit V la varie´te´ des morphismesDy → Nu, y ∈ Λk(Cn),
u ∈ U , tels que le compose´ Dy → Nu ⊂ O(−m)⊗ Cr+1 soit un morphisme injectif de fibre´s
vectoriels, et que h1(D−1y ⊗Nu) = 0 . C’est un ouvert d’un fibre´ vectoriel sur U × Λk(Cn).
On a un morphisme universel
Θ : p∗Λk(Cn)×Cn(D) −→ p∗Cn(O(−m))⊗ Cr+1.
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Soit E = coker(Θ), c’est un fibre´ vectoriel sur V × Cn. On a un morphisme canonique surjectif
E −→ (τ × ICn)∗(F),
τ de´signant la suite de projections V → U → S. C’est la famille de morphismes de P contenant
f0 et f1.
E´tape 2
On montre maintenant que si le the´ore`me est vrai pour n− 1, c’est-a`-dire sur Cn, alors P est
irre´ductible. Soient F0, F1 ∈ P . D’apre`s la proposition 5.1.1 il existe des fibre´s vectoriels Fi sur
Cn et des morphismes surjectifs φi : Fi → Fi induisant des isomorphismes Fi|C ' Fi|C . Les
faisceaux Ni = ker(φi) sont quasi localement libres de meˆme type complet, d’apre`s le corollaire
5.1.5, et leur support est contenu dans Cn−1. On conside`re maintenant les morphismes surjectifs
de faisceaux sur Cn−1, induits par les transpose´s des φi
gi : F∨i|Cn−1 −→ N ∨i .
D’apre`s l’hypothe`se de re´currence il existe des familles plates G, E de faisceaux cohe´rents sur
Cn−1 parame´tre´es par une varie´te´ alge´brique lisse irre´ductible S, et un morphisme surjectif
γ : G→ F tels que :
– G est localement libre.
– Les faisceaux Fs, s ∈ S, sont de meˆme type complet que N ∨0 , N ∨1 .
– Il existe des points ferme´s s0, s1 ∈ S tels que γs0 ' g0 et γs1 ' g1.
D’apre`s le the´ore`me 2.5.1 il existe un prolongement de G en un fibre´ vectoriel E sur Cn tel que
Esi = F∨i . On conside`re maintenant le morphisme compose´ surjectif de faisceaux sur Cn
Θ : E // // G
γ // N ∨.
Soit V = ker(Θ). C’est une famille plate de faisceaux quasi-localement libres sur Cn de meˆme
type complet que F∨0 , F
∨
1 (d’apre`s la remarque 5.1.3). La famille contenant F0, F1 que l’on
cherche est alors V∨. 
6.3. Faisceaux quasi localement libres de type rigide
Soit E un faisceau cohe´rent quasi localement libre sur Cn. Soient a = [R(E)n ] et k = R(E)− an.
On a donc R(E) = an+ k. On dit que E est de type rigide s’il est localement libre si k = 0
et localement isomorphe a` aOn ⊕Ok si k > 0. Si k > 0 cela revient dire que E est de type
(m1, . . . ,mn), avec mi = 0 si i 6= k, n et mk = 0 ou 1.
6.3.1. Proposition : Soient Y une varie´te´ alge´brique inte`gre et F une famille plate de
faisceaux cohe´rents sur Cn parame´tre´e par Y . Alors l’ensemble des points y ∈ Y tels que Ey
soit quasi localement libre de type rigide est un ouvert de Y .
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De´monstration. Soit R le rang ge´ne´ralise´ des faisceaux Ey, R = an+ k, avec a ≥ 0, 0 ≤ k < n.
On supposera que k > 0 car le cas k = 0 (ou` quasi localement libre de type rigide e´quivaut a`
localement libre) est bien connu.
Soit y0 ∈ Y tel que Ey0 soit quasi localement libre de type rigide. On va montrer que Ey l’est
aussi pour tout y dans un voisinage de y0.
Soient y ∈ Y et P ∈ C tels qu’il existe un morphisme surjectif φ : (a+ 1)OnP → EyP . On peut
prolonger φ en un morphisme surjectif (a+ 1)OU → E|U , U de´signant un voisinage convenable
de (y, P ). Les points (y, P ) posse´dant cette proprie´te´ constituent donc un ouvert W de Y × Cn.
Posons M = EyP . Soit
Mn = {0} ⊂Mn−1 ⊂ · · · ⊂M1 ⊂M0 = M
la premie`re filtration canonique de M . Alors on a rg(M/M1) ≥ a+ 1 , car dans le cas contraire
on aurait R(M) ≤ an. Puisque φ induit un morphisme surjectif ψ : (a+ 1)OCP →M/M1 ,
on a rg(M/M1) = a+ 1, et ψ est un isomorphisme. On a alors rg(Mi/Mi+1) = a+ 1 pour
0 ≤ i < k et rg(Mi/Mi+1) = a pour k ≤ i < n. Puisque la multiplication par une e´quation de
C induit des morphismes surjectifs M/M1 →Mi/Mi+1 on a Mi/Mi+1 ' (a+ 1)OnP . Donc
EyP/(EyP )k est un OkP -module libre.
D’apre`s le corollaire 6.1.3, en on point (y, P ) de W , la fibre de (E|W )k n’est autre que (EyP )k.
Soit V ⊂ W l’ouvert constitue´ des points (y, P ) tels que (EyP )k soit un OP,n−k-module libre.
Soit Z = (Y × Cn)\V , et T sa projection sur Y , qui est une sous-varie´te´ ferme´e. L’ouvert Y \T
est le voisinage recherche´ de y0. 
6.3.2. De´formations des faisceaux quasi localement libres de type rigide - Soit E un faisceau
cohe´rent sur Cn. Soit (E˜ , S, s0, ) une de´formation semi-universelle de E (cf. [27], [9] 3.1), donc
E˜ est une famille plate de faisceaux cohe´rents sur Cn parame´tre´e par S, s0 est un point ferme´
de S et  : E˜s0 ' E . Le morphisme de de´formation infinite´simale de Koda¨ıra-Spencer
ωE˜,s0 : Ts0S −→ Ext1On(E , E)
est un isomorphisme. On pose
Dreg(E) = ωE˜,s0(Ts0(Sred)).
Si F est une de´formation de E parame´tre´e par une varie´te´ alge´brique re´duite Y , et si Fy ' E ,
l’image du morphisme de de´formation infinite´simale de Koda¨ıra-Spencer ωF ,y est contenue dans
Dreg(E).
On dit que E est lisse pour les de´formations re´duites si Sred est lisse en s0.
Si E est un faisceau quasi localement libre de type rigide sur Cn, on a
Dreg(E) ⊂ H1(End(E))
d’apre`s la proposition 6.3.1 et le corollaire 6.1.7.
6.3.3. The´ore`me : Si E est un faisceau quasi localement libre de type rigide ge´ne´rique, alors
on a Dreg(E) = H1(End(E)).
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De´monstration. Par re´currence sur n. Le re´sultat est vrai pour n = 1. Supposons le vrai
pour n− 1 ≥ 1. On peut donc supposer que Dreg(E1) = H1(End(E1)) sur Cn−1. A partir
d’une de´formation comple`te de E1 (comme faisceau sur Cn−1) on va construire une de´formation
comple`te de E en utilisant les re´sultats de 3.5, puis montrer que le morphisme de de´formation
infinite´simale de Koda¨ıra-Spencer de cette de´formation en E a pour image H1(End(E)).
On a une suite exacte
0 −→ Hom(E|C , E (1)) −→ End(E) −→ End(E1) −→ 0,
d’ou` on de´duit la suivante
(4) Ext1OC (E|C , E (1)) −→ H1(End(E)) −→ H1(End(E1)) −→ 0.
Soit F une famille plate de faisceaux quasi localement libres sur Cn−1, de meˆme type com-
plet que E1, parame´tre´e par une varie´te´ inte`gre Y , telle qu’il existe y0 ∈ Y tel que Fy0 ' E1
et que l’image du morphisme de de´formation infinite´simale de Koda¨ıra-Spencer ωF ,y0 soit
H1(End(E1)). On peut supposer que h1(End(E1)) est minimal, donc h1(End(Fy)) est constant
au voisinage de y0. En remplac¸ant Y par un voisinage de y0 on peut donc supposer que
– h1(End(Fy) est inde´pendant de y ∈ Y ,
– pour tout y ∈ Y , l’image de ωF ,y est H1(End(Fy).
Puisque E est quasi localement libre de type rigide on a Γ(0)(E) = 0 ou bien c’est un fibre´ en
droites, ce dernier cas ne pouvant se produire que si E1 est localement libre. Dans tous les cas
on a des suites exactes
(5) 0 −→ Γ(0)(E) −→ E|C −→ E1|C ⊗ L∗ −→ 0,
(6) 0 −→ (E1)(1) −→ E (1) −→ Γ(0)(E) −→ 0,
d’apre`s le corollaire 3.1.8 et la proposition 3.1.4, (iv).
E´tape 1 - Parame´trisation des restrictions a` C des de´formations de E
On suppose que Γ(0)(E) 6= 0, soit d son degre´. On peut supposer que
dimC(Ext
1
OC (E1|C ⊗ L∗,Γ(0)(E))) est minimal parmi les dimC(Ext1OC (Fy|C ⊗ L∗, D)) , y ∈ Y ,
D ∈ Picd(C). Soit W l’ouvert des points (y,D) de Y × Picd(C) tels que
dimC(Ext
1
OC (Fy|C ⊗ L∗, D)) soit minimal. Soit W le fibre´ relatif
W = Ext1p(p]Y (F|C ⊗ L∗), p]d(D)),
p, pY , pd de´signant les projections Y × Picd(C)× C → Y × Picd(C) , Y × Picd(C)→ Y ,
Y × Picd(C)→ Picd(C) respectivement, et D un fibre´ de Poincare´ sur Picd(C)× C. Il existe
une extension universelle sur W× C
0 // p′d
](D) // V θ // p′Y ](F|C ⊗ L∗) // 0,
p′d, p
′
Y de´signant les projections W→ Picd(C), W→ Y respectivement.
Si Γ(0)(E) = 0 on prend W = Y et V = F|C ⊗ L∗, p′Y de´signe l’identite´ W→ Y et θ l’identite´
V → p]Y (F|C ⊗ L∗).
On note w0 le point de W correspondant a` E (plus exactement correspondant a` l’extension (5)).
On a p′Y (w0) = y0.
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E´tape 2 - Parame´trisation des de´formations de E
On peut supposer que dimC(Ext
1
OC (E|C , (E1)(1))) est minimal parmi les
dimC(Ext
1
OC (Vw, (Fy)(1))), w ∈W, y = p′Y (w). On peut supposer aussi que
dimC(Ext
1
On(EC , E1)) est minimal parmi les dimC(Ext1On(Vw,Fy)). Soit U l’ouvert de W ou` ces
deux dimensions sont minimales. On conside`re le fibre´ relatif
U = Ext1pU (V , p′Y
]
(F)),
pU de´signant la projection U × Cn → U . On a un morphisme canonique
τ : U −→ pU∗(Hom(V ⊗ L, p′Y ](F|C))
qui en w ∈ U , y = p′Y (w), est le morphisme canonique
Ext1On(Vw,Fy) // Hom(Vw ⊗ L,Fy|C)
(cf. 3.5). On a une section canonique de p′Y
](F|C) induite par θ. Soit T ⊂ p′Y ](F|C) la sous-
varie´te´ correspondante (isomorphe a` U).
La varie´te´ Z = τ−1(T) est un fibre´ en espaces affines. On a une extension universelle sur
Z × Cn
0 −→ q]Y (F) −→ E −→ q]U(V) −→ 0,
qY , qU de´signant les projections Z → Y et Z → U respectivement. Soient σ ∈ Z au dessus de
w ∈ U , et y = p′Y (w). Alors, sur {σ} × Cn, l’extension pre´ce´dente est
0 −→ Fy −→ Eσ −→ Vw −→ 0
associe´e a` σ ∈ Ext1On(Vw,Fy). L’image de σ dans Hom(Vw ⊗ L,Fy|C) est θw.
On note z0 le point de Z correspondant a` E (ou plus exactement a` l’extension
0→ E1 → E → E|C → 0) .
E´tape 3 - Surjectivite´ de ωE,z0







H1(End(E)) ρ // // H1(End(E1))
Il en de´coule que ρωE,e0 est surjectif. Il reste a` voir que le morphisme induit par ωE,e0
ν : ker(TqY ) −→ ker(ρ)
est surjectif.
Supposons d’abord que Γ(0)(E) = 0. Dans ce cas on a
ker(TqY ) = Ext
1
OC (E|C , E (1))
et un morphisme surjectif
Ext1OC (E|C , E (1)) −→ ker(ρ)
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d’apre`s (4). Il suffit donc de montrer que le diagramme




Ext1OC (E|C , E (1)) // // H1(End(E))
est commutatif. Ce sera fait dans l’e´tape 4.
Supposons maintenant que Γ(0)(E) 6= 0. Soient A = p′Y −1(y0) ⊂W et w0 ∈ A correspondant
a` E|C (on a donc p′Y (w0) = y0).
Soit
β : Ext1OC (E|C , (E1)(1)) // Ext1OC (E|C , E1) // // ker(ρ)
le morphisme compose´ (cf. (4)). D’apre`s la suite exacte (6) on a un morphisme surjectif
ψ : Ext1OC (E|C ,Γ(0)(E)) −→ ker(ρ)/ im(β).
Si (E˜ , S, s0, ) est une de´formation semi-universelle de E , on a, en conside´rant le fibre´ en droites
Γ(0)(E˜) sur S × C (cf. corollaire 6.1.3) un morphisme de de´formation infinite´simale de Koda¨ıra-
Spencer
Ext1On(E , E) −→ Ext1OC (Γ(0)(E),Γ(0)(E))
qui s’annule sur im(β). On obtient donc un morphisme canonique
ω0 : ker(ρ)/ im(β) −→ Ext1OC (Γ(0)(E),Γ(0)(E)).
On a des suites exactes
0 // Ext1OC (E|C , (E1)(1))
γ // ker(TqY ) = Tσ(q
−1
Y (y0))
// Tw0A // 0,
0 −→ Ext1OC (E1|C ⊗ L∗,Γ(0)(E)) −→ Tw0A −→ Ext1OC (Γ(0)(E),Γ(0)(E)) −→ 0,
et comme dans le cas Γ(0)(E) = 0 un diagramme commutatif
(7) Ext1OC (E|C , (E1)(1))
γ // ker(TqY )
ωE,e0

Ext1OC (E|C , (E1)(1))
β // ker(ρ).
Il suffit donc de montrer la surjectivite´ du morphisme θ : Tw0A→ ker(ρ)/ im(β) induit par
ωE,e0 .
On a un diagramme commutatif









Ext1OC (E1|C ⊗ L∗,Γ(0)(E)) // Ext1OC (E|C ,Γ(0)(E))
ψ
OOOO
// // Ext1OC (Γ
(0)(E),Γ(0)(E))
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(voir e´tape 4). La surjectivite´ de θ en de´coule aise´ment.
E´tape 4 - Commutativite´ des diagrammes
On ne de´montrera que la commutativite´ du diagramme (7), les autres cas e´tant analogues. Rap-
pelons que z0 ∈ Ext1(E|C , E1) de´signe l’e´le´ment associe´ a` l’extension 0→ E1 → E → E|C → 0.
Soit
α ∈ Ext1OC (E|C , (E1)(1)) ⊂ Ext1(E|C , E1).
Soit G la famille plate de faisceaux quasi localement libres sur Cn parame´tre´e par C de´finie par :
pour tout λ ∈ C, 0→ E1 → Gλ → E|C → 0 est l’extension associe´e a` z0 + λα. On conside`re le
morphisme de de´formation infinite´simale de Koada¨ıra-Spencer de cette famille en λ = 0 :
ωG,0 : C −→ H0(End(E)).
Il suffit de montrer que ωG,0(1) est e´gal a` l’image de α dans H0(End(E)). On utilisera
les re´sultats de 2.4. Soient φ : spec(C[t]/(t2))→ C le morphisme induit par le quotient
C[t]→ C[t]/(t2) et pi : spec(C[t]/(t2))× Cn → Cn la projection. Alors le faisceau pi∗(φ](G))
est une extension de E par lui-meˆme, et ωG,0(1) n’est autre que l’e´le´ment de Ext1On(E , E) associe´
a` cette extension.(cf. [9], 3-).
Il existe un recouvrement ouvert (Ui) de C tel que α soit repre´sente´ par un cocycle (αij),
αij : E|C|Uij → (E1)(1)|Uij . D’apre`s la proposition 2.4.3, Gλ est obtenu en recollant les E|Uij au
moyen des automorphismes I + λτij de E|Uij , τij e´tant le compose´
E|Uij // // E|C|Uij
αij // (E1)(1)|Uij
  // E1|Uij 
 // E|Uij .
Donc G est obtenu en recollant les pi∗(E)|C×Uij au moyen des automorphismes I + tτij (avec






. D’apre`s la proposition 2.4.3, l’e´le´ment de Ext1On(E , E) associe´ a`
l’extension de E par lui-meˆme obtenue ainsi n’est autre que l’image de α. 
6.3.4. Corollaire : Si E est un faisceau quasi localement libre de type rigide tel que
dimC(End(E)) soit minimal, c’est a`-dire soit tel que pour tout faisceau quasi localement li-
bre F de meˆme type complet que E on ait dimC(End(F)) ≥ dimC(End(E)), alors on a
Dreg(E) = H1(End(E)) , et E est lisse pour les de´formations re´duites.
De´monstration. Soit d = dimC(H
1(End(E))). Soit (E˜ , S, s0, ) une de´formation semi-universelle
de E . Alors, si E est ge´ne´rique, d’apre`s le the´ore`me 6.3.3, l’espace tangent de Sred en s0 est
H1(End(E)) et S est lisse en s0. Donc dans tous les cas la dimension de Sred est aussi e´gale a` d.
Puisque l’espace tangent Ts0Sred est de dimension au moins d et est contenu dans H
1(End(E)),
il lui est e´gal et le corollaire 6.3.4 en de´coule. 
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6.4. Faisceaux quasi localement libres de type rigide stables
La notion de (semi-)stabilite´ des faisceaux cohe´rents sur Cn est inde´pendante du choix d’un
fibre´ en droites ample sur Cn (cf. [7]). Un faisceau cohe´rent E sur Cn est dit semi-stable (resp.
stable) s’il est sans torsion et si pour tout sous-faisceau propre F ⊂ E on a µ(F) < µ(E) (resp.
µ(F) ≤ µ(E)) .
Soient R, D des entiers, avec R ≥ 1. On note M(R,D) la varie´te´ de modules des faisceaux
stables de rang ge´ne´ralise´ R et de degre´ ge´ne´ralise´ D sur Cn (cf. [22], [23], [26]). On supposera
que deg(L) < 0, car dans le cas contraire les seuls faisceaux sans torsion stables sur Cn sont les
fibre´s vectoriels stables sur C.
Soit E un faisceau quasi localement libre de type rigide. Il existe donc des entiers
a = a(E), k = k(E) tels que a, k > 0, k < n, et que E soit localement isomorphe a` aOn ⊕Ok .
Posons
E = E|C , F = Gk(E)⊗ L−k.
Alors on a rg(E) = a+ 1 , rg(F ) = a), et
(G0(E), G1(E), . . . , Gn−1(E)) = (E,E ⊗ L, . . . , E ⊗ Lk−1, F ⊗ Lk, . . . , F ⊗ Ln−1) .
Donc
Deg(E) = k deg(E) + (n− k) deg(F ) + (n(n− 1)a+ k(k − 1)) deg(L)/2 .
Posons δ = δ(E) = deg(F ),  = (E) = deg(E) . D’apre`s la proposition 6.3.1 les de´formations
de E sont des faisceaux quasi localement libres de type rigide, et d’apre`s le corollaire 6.1.3,
a(E), k(E), δ(E) et (E) sont aussi invariants par de´formation. Soient
R = an+ k , D = k+ (n− k)δ + (n(n− 1)a+ k(k − 1)) deg(L)/2 .
Les faisceaux quasi localement libres de type rigide stables F tels que a(F) = a, k(F) = k,
δ(F) = δ, (F) =  constituent donc un ouvert de M(R,D), note´ N (a, k, δ, ).
6.4.1. Proposition : La varie´te´ N (a, k, δ, ) est irre´ductible, et la sous-varie´te´ re´duite sous-
jacente N (a, k, δ, )red est lisse. Si cette varie´te´ est non vide, on a
dim(N (a, k, δ, )) = 1− (n(n− 1)
2
a2 +k(n−1)a+ k(k − 1)
2
)
deg(L) + (g−1)(na2 +k(2a+ 1))
(g de´signant le genre de C). Pour tout faisceau F de N (a, k, δ, )red, l’espace tangent de
N (a, k, δ, )red en F est canoniquement isomorphe a` H1(End(F)) .
De´monstration. Cela de´coule du fait que tout faisceau stable sur Cn est simple, du corollaire
6.3.4 et de la proposition 3.4.4. 
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